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Exame de Admissão para a Pós-Graduação
em Astrof́ısica - INPE - 06/Dez/2022

Instruções: Este exame consiste em 10 questões dissertativas. A “questão bônus” (ao final da

prova) não é obrigatória, mas sua resolução (ou tentativa de resolução) contará ponto para a nota

final. Anexamos o formulário do Exame Unificado de F́ısica para eventual consulta.

(Mecânica) Questão 1:

(Mecânica) Questão 2:
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(Gravitação) Questão 3:

Um exoplaneta, A, possui uma lua, B (ver Fig. 1-(a)).

(a) Haverá uma distância x sobre a reta AB (no ponto P ) em que a aceleração gravitacional

gerada por A é a mesma gerada por B. Escreva uma expressão para x em termos das variáveis do

problema. Dado: massa de A é 9 vezes a massa de B.

(b) Considere o caso em que o exoplaneta A seja na verdade um planeta artificial criado por

uma civilização alieńıgena altamente avançada, sendo uma esfera de raio R, de densidade uniforme,

mas possuindo uma cavidade esférica vazia, tal como na Fig. 1-(b). A cavidade possui raio R/2.

Calcule a força gravitacional do planeta artificial sobre a lua B, em função da massa de B, R e

a, assumindo que a cavidade se mostra sempre voltada para (mais próxima de) B. Considere os

mesmos valores de massa do item (a), isto é, o planeta artificial, se não possúısse a cavidade, teria

uma massa 9 vezes a massa de B.

(a)

(b)

Figura 1: Questão 3.

(Hidrodinâmica) Questão 4:

Um tubo de seção transversal A1 possui um trecho em estrangulamento (isto é, de menor

seção transversal, A2), tal como mostrado na Fig. 2. Um fluido não compresśıvel, de densidade ρ,

atravessa o tubo com velocidades v1 e v2 nas regiões de seções transversais A1 e A2, respectivamente.

2



Dois manômetros, G1 e G2, medem a pressão no interior do tubo nos trechos A1 e A2, obtendo os

valores p1 e p2, respectivamente. Obtenha uma expressão para a velocidade v1 em termos de ρ,

da diferença de pressão, p1 − p2, e da razão de áreas, A1/A2. Nota: este dispositivo para medir a

velocidade de um fluido se chama “medidor de Venturi”.

Figura 2: Questão 4.

(Eletromagnetismo) Questão 5:

As linhas de força de um campo elétrico estático, E⃗, têm a forma de arcos de ćırculos concêntricos

(com centros em O), numa certa região delimitada pelo setor circular OA-OB, de ângulo ˆAOB (ver

Fig. 3). A forma das linhas de força na região externa a esta região não é relevante para este

problema. Mostre que a razão entre as intensidades do campo elétrico, avaliadas em diferentes

distâncias do centro (R e r, respectivamente), no interior do setor circular OA-OB, é dada por:

|E⃗(R)|

|E⃗(r)|
≡

E1

E2

=
r

R
, (1)

ou seja, esta razão é inversamente proporcional às respectivas distâncias ao centro O.
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Figura 3: Questão 5.

(Eletromagnetismo) Questão 6:

Numa certa região, um campo magnético, B⃗, de módulo constante, rotaciona com uma velo-

cidade angular dada pelo vetor ω⃗, de módulo também constante (ver Fig. 4). Num intervalo de

tempo dt, o campo magnético se deslocou, tal que: dB⃗ = B⃗(t+dt)−B⃗(t). Encontre uma expressão

para o rotacional do campo elétrico nesta região, ∇⃗ × E⃗, em função dos vetores B⃗ e ω⃗.

Figura 4: Questão 6.
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(Termodinâmica) Questão 7:

Calcule o calor absorvido por um sistema que percorre uma trajetória circular no diagrama

pressão-volume; ver Fig. 5. As unidades usadas são kPa para a pressão e cm3 para o volume.

Figura 5: Questão 7.

(Ondas) Questão 8:

Três pulsos, A, B e C, de mesma amplitude, deslocam-se para a direita numa corda com uma

extremidade móvel, tal como mostra a Fig. 6.

(a) Haverá ou não inversão de fase após a reflexão dos pulsos, com base na condição de contorno

dada (extremidade móvel)? Explique. Descreva sequencialmente o que ocorrerá após a reflexão de

cada um dos pulsos, em termos de interferências construtivas ou destrutivas.

(b) Considere agora que a extremidade da corda está fixa no poste. Haverá ou não inversão de

fase? Explique.

Figura 6: Questão 8.
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(F́ısica Moderna) Questão 9:

Considere a lei de Planck em termos da densidade de energia espectral:

uλ =
8πhc

λ5

1

exp( hc

λkT
)− 1

. (2)

(a) Mostre que o máximo de uλ pode ser obtido a partir da solução da equação transcendental dada

por:

exp(−x) +
x

5
− 1 = 0, (3)

onde

x ≡
hc

λmaxkT
, (4)

sendo λmax o comprimento de onda para o valor máximo de uλ.

(b) Sugira um método para obter a solução da Eq. 3.

(Relatividade Restrita) Questão 10:

Um pequeno objeto em forma de cubo, quando observado em repouso no interior de uma nave

espacial, R (considerada um referencial inercial), apresenta massa m e volume V , ver Fig. 7-(a).

Este objeto é lançado no espaço profundo a partir de R, afastando-se deste referencial com uma

velocidade constante, v = 0, 01c (1% da velocidade da luz), na direção do eixo-x, tal como medida

por R; ver Fig. 7-(b). As arestas do cubo estão alinhadas com as direções dos eixos xyz do

referencial R.

(a) Determine uma expressão para a diferença de massa, ∆m = M −m, entre a massa do cubo

viajando no espaço sideral, M , e sua massa de repouso. Mostre que, para baixas velocidades com

relação à c (como ocorre neste caso), o excesso de energia, ∆E, equivalente à essa diferença de

massa, pode ser escrito como:

∆E = ∆mc2 ≈
1

2
mv2. (5)

(b) Uma segunda nave espacial, S, tem velocidade nula com relação à R, encontrando-se mais

adiante no espaço, ver Fig. 7-(b,c). Um observador em S utiliza um referencial cujos eixos estão

alinhados exatamente com os de R, e mede o volume do cubo. Mostre que a diferença, ∆V , entre

o volume medido em R (quando o cubo se encontrava em repouso no interior da nave), e aquele

medido em S, pode ser aproximada por:

6



∆V ≈ −
∆m

m
V. (6)

Figura 7: Questão 10.
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Questão Bônus:

O filósofo e astrônomo grego Seleuco de Selêucia (190 a.C. - 150 a.C.) parece ter sido o primeiro

a formular uma explicação qualitativa correta, embora simplificada, para a origem das marés. A

partir do Principia, de Isaac Newton (1642 - 1727), foi posśıvel tratar a teoria das marés de maneira

detalhada.

Questão: Por que nas marés os oceanos sobem não só na face da Terra voltada para a Lua

como também na face oposta?

Desconsidere efeitos secundários, como por exemplo, a rotação da Terra, e a presença do Sol (e

qualquer efeito que ele possa causar).
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Constantes f́ısicas

Velocidade da luz no vácuo c = 3,00×108 m/s

Constante de Planck h = 6,63×10−34 J s = 4,14×10−15 eV s

~ = h/2π = 1,06×10−34 J s = 6,58×10−16 eV s

hc ≃ 1240 eV nm = 1240 MeV fm

~c ≃ 200 eV nm = 200 MeV fm

Constante de Wien W = 2,898×10−3 mK

Permeabilidade magnética do vácuo µ0 = 4π×10−7 N/A2 = 12,6×10−7 N/A2

Permissividade elétrica do vácuo ǫ0 =
1

µ0c2
= 8,85×10−12 F/m

1

4πǫ0
= 8,99×109 Nm2/C2

Constante gravitacional G = 6,67×10−11 Nm2/kg2

Carga elementar e = 1,60×10−19 C

Massa do elétron me = 9,11×10−31 kg = 511 keV/c2

Comprimento de onda Compton λC = 2,43×10−12 m

Massa do próton mp = 1,673×10−27 kg = 938 MeV/c2

Massa do nêutron mn = 1,675×10−27 kg = 940 MeV/c2

Massa do dêuteron md = 3,344×10−27 kg = 1876 MeV/c2

Massa da part́ıcula α mα = 6,645×10−27 kg = 3727 MeV/c2

Constante de Rydberg RH = 1,10×107 m−1 , hcRH = 13,6 eV

Raio de Bohr a0 = 5,29×10−11 m

Constante de Avogadro NA = 6,02×1023 mol−1

Constante de Boltzmann kB = 1,38×10−23 J/K = 8,62×10−5 eV/K

Constante universal dos gases R = 8,31 Jmol−1 K−1

Constante de Stefan-Boltzmann σ = 5,67×10−8 Wm−2 K−4

Raio do Sol = 6,96×108 m Massa do Sol = 1,99×1030 kg

Raio da Terra = 6,37×106 m Massa da Terra = 5,98×1024 kg

Distância Sol-Terra = 1,50×1011 m

1 J = 107 erg 1 eV = 1,60×10−19 J 1 Å = 10−10 m 1 fm = 10−15 m

Constantes numéricas

π ∼= 3,142 ln 2 ∼= 0,693 cos(30◦) = sin(60◦) =
√
3/2 ∼= 0,866

e ∼= 2,718 ln 3 ∼= 1,099 sin(30◦) = cos(60◦) = 1/2

1/e ∼= 0,368 ln 5 ∼= 1,609 e2 ∼= 7,39 e3 ∼= 20,1 e4 ∼= 54,6

log10 e
∼= 0,434 ln 10 ∼= 2,303 e5 ∼= 148 e6 ∼= 403
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Regras de propagação de incertezas

Se a incerteza de X é σX (ou seja, medidas de X são dadas como X ± σX), então

F = f(a,b) ⇒ σF =

√

(

∂f

∂a

)2

σ2
a +

(

∂f

∂b

)2

σ2
b

S = a+ b, D = a− b⇒ σS = σD =
√

σ2
a + σ2

b

P = ab, Q =
a

b
⇒ σP

P
=
σQ
Q

=

√

(σa
a

)2

+
(σb
b

)2

Mecânica Clássica

L = mr× v = r× p N = r× F =
dL

dt

r = rêr v = ṙêr + rθ̇êθ a =
(

r̈ − rθ̇2
)

êr +
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

êθ

r = ρêρ + zêz v = ρ̇êρ + ρϕ̇êϕ + żêz a =
(

ρ̈− ρϕ̇2
)

êρ + (ρϕ̈+ 2ρ̇ϕ̇) êϕ + z̈êz

r = rêr v = ṙêr + rθ̇êθ
+rϕ̇ sin θêϕ

a =
(

r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ
)

êr

+
(

rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ
)

êθ

+
(

rϕ̈ sin θ + 2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ
)

êϕ

d2u

dθ2
+ u = − m

L2u2
F (1/u) , u =

1

r
;

(

du

dθ

)2

+ u2 =
2m

L2
[E − V (1/u)]

d

dt

(

∂L

∂q̇k

)

− ∂L

∂qk
= 0, L = T − V

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

− ∂T

∂qk
= Qk pk =

∂L

∂q̇k

Qk =
N
∑

i=1

Fix
∂xi
∂qk

+ Fiy
∂yi
∂qk

+ Fiz
∂zi
∂qk

Qk = −∂V
∂qk

(

d2r

dt2

)

fixo

=

(

d2r

dt2

)

rotação

+ 2ω ×
(

dr

dt

)

rotação

+ ω × (ω × r) + ω̇ × r

H =

f
∑

k=1

pkq̇k − L; q̇k =
∂H

∂pk
; ṗk = −∂H

∂qk
;

∂H

∂t
= −∂L

∂t

E = T + V =
1

2
m|v|2 + V (r) F = −∇V (r)
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Eletromagnetismo

∇·E = ρ/ǫ0 ∇·D = ρF

∇×E = −∂B
∂t

∇×E = −∂B
∂t

∇·B = 0 ∇·B = 0

∇×B = µ0J+ µ0ǫ0
∂E

∂t
∇×H = JF +

∂D

∂t

F = q(E+ v×B) dF = Idl×B

∇·P = −ρP P · n̂ = σP ρ = ρF + ρP

∇×M = JM M× n̂ = KM J = JF + JM +
∂P

∂t
D = ǫ0E+P = ǫE B = µ0(H+M) = µH

E =
q

4πǫ0

êr
r2

V =
q

4πǫ0

1

r
E = −∇V V = −

∫

E·dl

F2→1 =
q1q2
4πǫ0

(r1 − r2)

|r1 − r2|3
U12 =

1

4πǫ0

q1q2
|r1 − r2|

V (r,θ) =
∞
∑

l=0

[

Alr
l +

Bl

r(l+1)

]

Pl(cos θ) B(r) =
µ0

4π

∫

J(r′)× (r− r′)

|r− r′|3
dV ′

B = ∇×A A(r) =
µ0

4π

∫

J(r′)dV ′

|r− r′|

u =
ǫ0
2
E·E+

1

2µ0

B·B S =
1

µ0

E×B I = I0 cos
2 θ (lei de Malus)

Q = CV Q(t) = Q(0)e−t/RC (carga no circuito RC ao descarregar)

Relatividade

γ =
1

√

1− V 2/c2
x′ = γ (x− V t) t′ = γ

(

t− V x/c2
)

v′x =
vx − V

1− V vx/c2
v′y =

vy
γ (1− V vx/c2)

v′z =
vz

γ (1− V vx/c2)

E = γm0c
2 p = γm0V E =

√

(pc)2 + (m0c2)2
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Mecânica Quântica

i~
∂Ψ(x,t)

∂t
=

−~
2

2m

∂2Ψ(x,t)

∂x2
+ V (x)Ψ(x,t)

−~
2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x)

px =
~

i

∂

∂x
[x, px] = i~

â =

√

mω

2~

(

x̂+ i
p̂

mω

)

â|n〉 =
√
n|n− 1〉 , â†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉

L± = Lx ± iLy L±Yℓm(θ,ϕ) = ~

√

l(l + 1)−m(m± 1) Yℓm±1(θ,ϕ)

Lz = x py − y px Lz =
~

i

∂

∂ϕ
, [Lx,Ly] = i~Lz

E(1)
n = 〈n|δH|n〉 E(2)

n =
∑

m 6=n

|〈m|δH|n〉|2

E
(0)
n − E

(0)
m

, φ(1)
n =

∑

m 6=n

〈m|δH|n〉
E

(0)
n − E

(0)
m

φ(0)
m

Ŝ =
~

2
~σ σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0
0 −1

)

ψ̄(~p) =
1

(2π~)3/2

∫

d3r e−i~p·~r/~ ψ(~r) ψ(~r) =
1

(2π~)3/2

∫

d3p ei~p·~r/~ ψ̄(~p)

eÂ ≡
+∞
∑

n=0

Ân

n!

F́ısica Moderna

p =
h

λ
E = hν =

hc

λ
En = −Z

2

n2

mee
4

(4πǫ0)22~2
= −Z

2

n2
hcRH = −Z2 13,6

n2
eV

L = mvr = n~ a0 =
4πǫ0~

2

mee2
RT = σT 4 λmaxT = W

λ′ − λ =
h

m0c
(1− cos θ) nλ = 2d sin θn ∆x ∆p ≥ ~/2 ∆E ∆t ≥ ~/2

f = f0

√

1− V/c

1 + V/c
(fonte e detector se afastando)
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Termodinâmica e Mecânica Estat́ıstica

dU = dQ− dW dU = TdS − pdV + µdN

dF = −SdT − pdV + µdN dH = TdS + V dp+ µdN

dG = −SdT + V dp+ µdN dΦ = −SdT − pdV −Ndµ

F = U − TS G = F + pV

H = U + pV Φ = F − µN

(

∂T

∂V

)

S,N

= −
(

∂p

∂S

)

V,N

(

∂S

∂V

)

T,N

=

(

∂p

∂T

)

V,N

(

∂T

∂p

)

S,N

=

(

∂V

∂S

)

p,N

(

∂S

∂p

)

T,N

= −
(

∂V

∂T

)

p,N

p = −
(

∂F

∂V

)

T,N

S = −
(

∂F

∂T

)

V,N

CV =

(

∂U

∂T

)

V,N

= T

(

∂S

∂T

)

V,N

Cp =

(

∂H

∂T

)

p,N

= T

(

∂S

∂T

)

p,N

eficiência = |W/Qquente| coef. de desempenho = |Qfrio/W |

eficiência de Carnot = 1− Tfrio/Tquente coef. de desemp. de Carnot = Tfrio/(Tquente − Tfrio)

Gás ideal: pV = nRT, U = CV T = ncV T,

Processo adiabático: pV γ = const., γ = cp/cV = (cV +R)/cV

condutividade térmica =
|densidade de corrente de calor|

|∇T |

S = kB ln[Ω(E,V,N)]
1

T
=

(

∂S

∂E

)

V,N

p

T
=

(

∂S

∂V

)

N,E

µ

T
= −

(

∂S

∂N

)

E,V

ZN =

∫
∏

i d
3pid

3ri
h3NN !

e−βH[{pi,ri}] ZN =
∑

n

e−βEn β = 1/kBT

F = −kBT lnZN U = − ∂

∂β
lnZN S =

∂

∂T
(kBT lnZN) M = −∂F

∂h
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Resultados matemáticos

∫ ∞

−∞

x2ne−ax2

dx =
1 · 3 · 5 · · · (2n+1)

(2n+1)2nan

(π

a

)
1

2

(n = 0,1,2, . . .)

∞
∑

k=0

xk =
1

1− x
(|x| < 1) eiθ = cos θ + i sin θ

∫

dx

(a2 + x2)1/2
= ln

(

x+
√
x2 + a2

)

lnN ! ∼= N lnN −N

∫

dx

(a2 + x2)3/2
=

x
(

a2
√
x2 + a2

)

∫

x2dx

(a2 + x2)3/2
= ln

(

x+
√
x2 + a2

)

− x√
x2 + a2

∫

dx

1− x2
=

1

2
ln

(

1 + x

1− x

)
∫

dx

x(x− 1)
= ln(1− 1/x)

∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctan

x

a

∫

x

a2 + x2
dx =

1

2
ln(a2 + x2)

∫ ∞

0

zx−1

ez + 1
dz = (1− 21−x) Γ(x) ζ(x) (x > 0)

∫ ∞

0

zx−1

ez − 1
dz = Γ(x) ζ(x) (x > 1)

Γ(2) = 1 Γ(3) = 2 Γ(4) = 6 Γ(5) = 24 Γ(n) = (n− 1)!

ζ(2) =
π2

6
∼= 1,645 ζ(3) ∼= 1,202 ζ(4) =

π4

90
∼= 1,082 ζ(5) ∼= 1,037

∫ π

−π

sin(mx) sin(nx) dx = πδm,n

∫ π

−π

cos(mx) cos(nx) dx = πδm,n

dx dy dz = ρ dρ dφ dz dx dy dz = r2dr sin θ dθ dφ

Y0,0 =

√

1

4π
Y1,0 =

√

3

4π
cos θ Y1,±1 = ∓

√

3

8π
sin θe±iφ

Y2,0 =

√

5

16π

(

3 cos2 θ − 1
)

Y2,±1 = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iφ Y2,±2 = ∓

√

15

32π
sin2 θe±2iφ

P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) = (3x2 − 1)/2
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∇·(∇×V) = 0 ∇×∇f = 0

∇×(∇×V) = ∇(∇·V)−∇2V
∮

A·dS =

∫

(∇·A) dV

∮

A·dl =
∫

(∇×A) ·dS

Coordenadas cartesianas

∇·A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z

∇×A =

(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)

êx +

(

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)

êy +

(

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

êz

∇f =
∂f

∂x
êx +

∂f

∂y
êy +

∂f

∂z
êz ∇2f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

Coordenadas ciĺındricas

∇·A =
1

ρ

∂(ρAρ)

∂ρ
+

1

ρ

∂Aϕ

∂ϕ
+
∂Az

∂z

∇×A =

[

1

ρ

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

]

êρ +

[

∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

]

êϕ +

[

1

ρ

∂(ρAϕ)

∂ρ
− 1

ρ

∂Aρ

∂ϕ

]

êz

∇f =
∂f

∂ρ
êρ +

1

ρ

∂f

∂ϕ
êϕ +

∂f

∂z
êz ∇2f =

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂f

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2

Coordenadas esféricas

∇·A =
1

r2
∂(r2Ar)

∂r
+

1

r sin θ

∂(sin θAθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂(Aϕ)

∂ϕ

∇×A =

[

1

r sin θ

∂(sin θAϕ)

∂θ
− 1

r sin θ

∂Aθ

∂ϕ

]

êr

+

[

1

r sin θ

∂Ar

∂ϕ
− 1

r

∂(rAϕ)

∂r

]

êθ +

[

1

r

∂(rAθ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ

]

êϕ

∇f =
∂f

∂r
êr +

1

r

∂f

∂θ
êθ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
êϕ

∇2f =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂f

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
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