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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGIEN/CNEN como parte dos requisitos
necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M. Sc.)

CALCULO DE CAMPOS MAGNETOSTATICOS COM PRECISAO UTILIZANDO O
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
Francisco Rogério Teixeira do Nascimento
ABRIL de 2013

Orientadores: Prof. Reinaldo Jacques Jospin (PPGIEN/CNEN)

Programa: Ciéncia e Tecnologia Nucleares — IEN/CNEN

O objetivo principal deste trabalho é simular campos eletromagnéticos utilizando
o Método dos Elementos Finitos. Mesmo nos casos mais académicos de simulagao
numérica da eletrostatica e da magnetostatica dificuldades aparecem quando o
elemento finito nodal é utilizado. A modelagem de campos vetoriais com funcdes
escalares, principalmente em materiais heterogéneos, podem nao apresentar os
melhores resultados. Com o objetivo de resolver estes problemas, dois tipos de técnicas
sao experimentadas: o uso de remalhagem adaptativa para elementos finitos nodais e a
utilizacdo do elemento finito de aresta que assegura a continuidade dos componentes
tangenciais. Na analise numérica sdo abordados alguns problemas eletromagnéticos
simples tais como os guias de onda imersos em materiais homogéneos e heterogéneos,
materiais ferromagnéticos submetidos a uma densidade de campo magnético constante
ou ainda sujeitos a uma densidade de corrente. No caso dos guias de onda, os campos
sdo discretizados utilizando o método dos elementos finitos nodais e de arestas
enquanto nos outros utiliza-se unicamente o elemento nodal. Aborda-se também a
possibilidade de utilizacdo da remalhagem adaptativa baseada em varios indicadores
de erro.

Palavras-chave: eletromagnetismo, guias de ondas, método dos elementos finitos,
modos espurios, elemento finito de aresta.
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The main objective of this work is to simulate electromagnetic fields using the
Finite Element Method. Even in the easiest case of electrostatic and magnetostatic
numerical simulation some problems appear when the nodal finite element is used. It is
difficult to model vector fields with scalar functions mainly in non-homogeneous
materials. With the aim to solve these problems two types of techniques are tried: the
adaptive remeshing using nodal elements and the edge finite element that ensure the
continuity of tangential components. Some numerical analysis of simple electromagnetic
problems with homogeneous and non-homogeneous materials are performed using first,
the adaptive remeshing based in various error indicators and second, the numerical

solution of waveguides using edge finite element.
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1 INTRODUGAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Dentre as novas perspectivas para a geragdo de energia, a energia nuclear
figura como uma das mais promissoras por ser uma fonte limpa e independente de
sazonalidade. Nesse sentido muitos esforgos estdo sendo feitos para que os chamados
reatores de quarta geracdo se tornem uma realidade. Entre esses reatores, figuram
aqueles refrigerados a metais liquidos, bem como os reatores subcriticos. Esses ultimos
apontam para a possibilidade de que se tenham reatores com uma fonte externa de
néutrons ou seja, os néutrons complementares necessarios a fissdo seriam produzidos
através da utilizacdo de um acelerador de particulas. Em comum, esses reatores tém o
fato de utilizarem campos eletromagnéticos em parte dos seus equipamentos e
portanto, vislumbra-se a necessidade de métodos numéricos apropriados para o calculo
preciso desses campos.

A busca por parte das ciéncias como um todo, em especial das engenharias, por
métodos de calculo que venham a fornecer resultados cada vez mais precisos, fez com
que muitos métodos de calculo numérico fossem desenvolvidos. Alguns ja existentes
foram aprimorados. Um exemplo disso € o método dos elementos finitos. Esse método,
utilizado em aplicagdes de engenharia civil e mecéanica, apresentava bom desempenho
enquanto para outras nem tanto. Para aplicacbes em célculo de campos
eletromagnéticos os elementos finitos eram vistos com certa desconfianga, dada a sua
dificuldade em modelar de forma satisfatoria esses campos. Em especial, pode se citar
as aplicagbes em problemas magnetostaticos em 3D devido a dificuldade de se
satisfazer certas condigdes a serem mencionadas no decorrer da dissertacdo. As

primeiras aplicacdes do método dos elementos finitos em eletromagnetismo remontam
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aos anos 60 e versam sobre a modelagem dos guias de ondas em meios homogéneos.
A partir dessa aplicacédo, tem inicio uma fase de muitas publicagbes sobre as varias
possibilidades do MEF para a resolugdo de problemas de eletromagnetismo
(P.Silvester,1969], em especial no estudo de guias de onda 6ticos. Por volta dos anos
80, o MEF se estabeleceu como a mais robusta ferramenta numérica para a resolucao
desses problemas. Para aplicacbes que envolviam anisotropia e/ou nao
homogeneidade transversal, a solugcdo numérica apresentava problemas
(P.Silvester,1980). Nessas aplicagdes, constatou-se o aparecimento de solugées nao
fisicas, a qual se chamou de modos espurios. Esses modos sao resultado de uma
inapropriada imposig¢ao da livre divergéncia (Konrad, 1976). Na tentativa de sanar esse
problema, ocorreram muitos avancos, um dos quais resultou na criagdo do chamado
elemento finito de aresta (edge). Esse elemento € um dos resultados dos trabalhos que
tiveram inicio na metade da década de sessenta, com Fraeijs de Veubeke onde o
mesmo juntamente com outros engenheiros propuseram a mistura de formulacao
(Arnold, 2009). A ideia era usar essa formulacdo em problemas de elasticidade,
entretanto, os mesmos ndo obtiveram éxito. J& na década seguinte, Raviat e Thomas
atacaram o problema mais simples para a formulacdo mista do laplaciano com essa
mesma formulagdo e, inventaram os elementos de Raviat-Thomas. Na década de
oitenta, as publicagdes dao continuidade a essa chamada ‘mistura de formulagao’, com
os trabalhos de: Nédélec, Brezz-Douglas-Marine e Bossavit. Em seu trabalho intitulado
‘Mixed Element are Whitney Form, Rediscovered’, Bossavit classifica os elementos de
Raviat-Thomas e de Nédélec especialmente os de baixa ordem como elementos
Whitney. Os elementos Whitney foram definidos em 1957 por Hassler Whitney no seu
livro intitulado ‘Geometric Integration Theory’. De acordo com essa definicdo, as
chamadas “formas Whitney” encontram aplicacdo em varios problemas de acordo com
seu tipo. As formas Whitney tipo zero (elementos de Lagrange) sao utilizados em
problemas que envolvem calculo de temperaturas e potenciais elétricos. As formas tipo
dois, as quais vao ser tratadas neste trabalho, sdo utilizadas nos problemas que
envolvem o calculo de gradiente de temperatura e de campos elétricos e magnéticos.
Além dessas formas citadas, existe ainda a forma do tipo trés com suas respectivas

aplicacoes.
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1.2 OBJETIVO

O objetivo desse trabalho basicamente consiste em construir um arcabouco
numérico eficiente para a solucdo de problemas eletrostaticos e magnetostaticos
utilizando o método dos elementos finitos sejam eles os elementos nodais e ou os
elementos de arestas. O primeiro elemento é amplamente conhecido na literatura e
utilizado em diversas areas e o0 segundo, talvez menos conhecido, mas que tem sua
funcionalidade reconhecida na solugdo de problemas magnetostaticos 3D por satisfazer
certas condi¢des inerentes aos problemas magnetostaticos. Este arcabouco numérico
serd& montado em um programa de elementos finitos desenvolvido no IEN e
denominado MEF que tem por base o programa apresentado por (Batoz e Touzot,
1981). Dentro do ambito das aplicacoes realizadas com o elemento de aresta (edge) ou
forma Whitney tipo dois, consta nesse trabalho a solugdo ja conhecida das frequéncias
de corte de guias de ondas. O intuito dessas aplica¢des € de certificar a implementacao
desse elemento no seio do programa MEF através de solugbes ja bem conhecidas e
divulgadas na literatura. Serdo também abordados problemas homogéneos e néao
homogéneos de guias de ondas utilizando os elementos nodais e/ou elementos de
arestas com o intuito de certificar a utilizacdo simultdnea desses elementos. Para os
problemas envolvendo materiais magnéticos, dentre os quais estdo os problemas
magnetostaticos e os de circulagdo de correntes, utilizaremos unicamente o elemento
finito nodal. A solucao desses problemas é de grande interesse ndo s6 da area nuclear,
mas das engenharias como um todo, devido a sua aplicagdo em ensaios nao
destrutivos, em bombas eletromagnéticas de circulacao de metais liquidos utilizados em
reatores rapidos, no confinamento do plasma em reatores de fuséao, etc.... Com o intuito
de tornar o célculo do campo eletromagnético ainda mais preciso, o presente trabalho
faz ainda um estudo comparativo de varios indicadores de erro para serem empregados
em uma remalhagem adaptativa quando da utilizagdo de elementos finitos nodais. O
ganho em precisdo provém do fato de o refinamento da malha se processar em regides
onde o erro € mais acentuado tendo por consequéncia uma homogeneizacao dos erros

em todo dominio.
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A adocgao do elemento finito de aresta foi tomada em virtude da imposi¢édo da
continuidade da componente tangencial dos campos magnéticos nas interfaces entre
dois meios nao homogéneos implicando em maior precisao dos resultados obtidos além

de satisfazer a condicao de divergéncia livre ao menos no subdominio do elemento.

1.3 CONTRIBUICAO

Do ponto de vista das aplicacbes em eletromagnetismo, a discussao de problemas
estaticos pode ser considerada uma abordagem muito simplista dessas aplicacées uma
vez que em grande parte delas, os dispositivos eletro e eletrénicos em geral sédo
compostos por partes moveis. Entretanto, um conhecimento mais aprofundado do
comportamento numérico de tais problemas passa necessariamente pelo entendimento
dos aspectos mais béasicos. Nesse sentido, sdo abordados nesse trabalho problemas
estaticos consideravelmente simples, que possibilitam uma discussao de alguns dos
principais problemas em eletromagnetismo no que diz respeito a solu¢do numérica.
Dentro dessa proposta, foram implementadas no ambito do programa MEF algumas
funcdes especificadas a seguir tais como: a) desenvolvimento de uma estruturacéo de
dados propicia a utilizagado de elementos finitos nodais ou de arestas, isto €, onde as
conectividades dos elementos podem ser definidas tanto por nés quanto por arestas, b)
introducao de subrotinas do Lapack para o célculo dos autovalores e autovetores
(frequéncia de corte) dos guias de ondas, c) implementacdo da possibilidade de
utilizacdo conjunta de elementos finitos nodais e de arestas para a solugdo das
frequéncias de corte numa modelagem de 2 campos (transversal) ou 3 campos
(transversal e longitudinal), d) implementagcdo da matriz de penalizagdo de Coulomb
para resolver problemas magnetostaticos em 3D, e) implementacao do calculo da
matriz de equagdes do sistema e do célculo do vetor de densidade de corrente em
trechos de geometria reta e/ou circular e finalmente, f) implementagédo do calculo de

indicadores de erro para a remalhagem adaptativa de elementos finitos nodais.



21

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo dois é feita uma breve explanagdo, de alguns dos principais
conceitos envolvendo eletromagnetismo. Esses conceitos sdo relativos aos principais

potenciais elétricos e magnéticos bem como suas propriedades.

No capitulo trés sao abordados os conceitos basicos de elementos finitos nodais

e de arestas e a relagao existente entre eles.

No capitulo quatro, sdo desenvolvidas as formas integrais escalares e vetoriais
para um problema de obtencdo das frequéncias de corte para os guias de onda
retangular em meios homogéneos e heterogéneos. Aplica-se em seguida o método de

Galerkin e o método dos elementos finitos nodais e de arestas.

No capitulo cinco, sdo desenvolvidas as formas integrais escalares e vetoriais
para um problema de magnetostatica. Aplica-se em seguida o0 método de Galerkin € o

método dos elementos finitos nodais e de arestas.

No capitulo seis, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos para os
problemas de guias de ondas em meios homogéneos e heterogéneos utilizando na
discretizacao, elementos finitos nodais e de arestas. Em seguida, sdo apresentados
problemas classicos da literatura em 2D e 3D utilizando uma solugdo numérica baseada

no potencial vetor total e discretizados unicamente pelo elemento finito nodal.



2 ALGUNS CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1 EQUAGCOES DE MAXWELL
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As equagdes de Maxwell podem ser apresentadas na sua forma diferencial por:

VxH:J+a—D
ot

V><E=—8—B

ot

ou ainda na sua forma integral:

oD
le.dl :IF(J +E).dl“

OB
ﬁE.dl =— jrg.dr

§FB.dr =0

(2.1)

(2.5)

(2.7)
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§FD'dF=.[deQ (2.8)

Para o caso em que esses campos estdo em presenca de matéria, as chamadas
equacgodes constitutivas devem ser adicionadas. Essas equacdes descrevem ndo s6 as
relagdes entre os campos e a matéria, mas também as relacbes entre campos,

propriamente ditos. Para o caso linear, essas equagodes sao definidas abaixo:

B=puH (2.9)
J=cH (2.10)
D=¢E (2.11)

Para os casos em que as propriedades constitutivas sao dependentes das
diregbes, u,0 e £ sdo definidos como tensores e os materiais sdo ditos anisotrdpicos.
Para os materiais anisotrdpicos, as relacées constitutivas sdo definidas pelas relagdes

tensoriais abaixo:
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ltlxx ll'lxy ltlxz O-xx O-xy O-xz ltlxx ll'lxy ltlxz
onde: p=|u, u, M.|,6=(oc, o, o |es=\u, u,  u,_ | sendoque
lu oy lu zy lu z O-Z)C O-zy O-zz lu o4 lu 2y lu z

se [n], =[¢], =[e], =0 para i # j recaimos no caso dos materiais ortotropicos.

Existem ainda situagbes em que essas relagcdes constitutivas dependem da

frequéncia de excitagdo. Neste caso tem-se:
u=u(f), o=o(f),e e=&(f)

Para um caso mais geral, a indugdao magnética B depende do campo magnético H, da
posicao rdo ponto considerado dentro do material e da frequéncia f de excitacdo a

qual o mesmo esteja exposto.
B=B{H,r, f}

Do ponto de vista das aplicacdes préticas, as equagdes de Maxwell ainda sofrem

uma subdivisdo de acordo com 0 esquema abaixo:

ELETROMAGNETISMO (EQ. DE MAXWELL)

ELETROMAGETISMO EM BAIXAS ELETROMANETISMO EM ALTAS
FREQUENCIAS FREQUENCIAS (ONDAS)
FLETROSTATlcn AGNETISMOQ

]
[ 1

MAGNETOSTATICO | MAGNETODINAMICG

Figura 1: Divisao das equacées de Maxwell de acordo com sua aplicacao (A. Bastos, 2003).
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Essa subdivisdo permite melhor situar o problema que se deseja resolver e
consequentemente, a escolha do método de calculo mais adequado para a solucao de
um determinado tipo de problema.

Tudo na natureza varia com o tempo entretanto, o estudo e o consequente
entendimento de problemas de ordem pratica em eletromagnetismo encontram nos
modelos estaticos e quase estaticos, entre outras coisas, uma forma de adquirir bases
para o trato de um problema real. A maioria das questdes fisicas associadas a
engenharia elétrica pode ser descritas como fenémenos quase estaticos. Nesse
contexto, trataremos agora as formulagdes do eletromagnetismo independente do
tempo onde os fendbmenos elétricos e magnéticos podem ser desacoplados.

2.2 MODELO ELETROSTATICO

O modelo eletrostatico consiste no estudo da distribuicdo espacial do campo
elétrico E devido a uma distribuicdo de cargas elétricas. Essa distribuicao de cargas
pode ser dada assumindo a condi¢cao de perfeita conducao elétrica ou utilizando um
potencial elétrico escalar. O modelo em questéo, aplicado a um dominio de estudo Q, e
que seja limitado por uma fronteira I" é caracterizado por: equagbes diferenciais,
equacgdes constitutivas ou leis materiais, e condicbes de fronteira (Gerard,1998).
Portanto, temos um tipico problema de valor de contorno representado pelas equagdes
abaixo:

VXE=0
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eonde I'=T, uUT', com as seguintes condi¢des:

nxE=0 em TI,,

n-D=0 em r

Figura 2: Representacao das partes que compoem a fronteiral .

2.3 MODELO MAGNETOSTATICO

O modelo magnetostatico aborda o estudo de fen6menos magnéticos em
condigOes extraordindrias. Esse campo sendo invariante no tempo é resultado devido a
uma imposicdo de uma densidade de corrente J ou devido a um permanente
magnético (residuo remanescente de indugdo magnética B). Entdo, da mesma forma
explicitado anteriormente para o modelo eletrostatico, esse modelo é descrito pelas
equacdes diferenciais e constitutivas definidas no dominio Q:

VxH=]

V.-B=0,em Q
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eonde I'=T, uUT', com as seguintes condi¢des:

nxH=0 em T,

2.3.1 Potenciais

Um dos passos para obter-se a solugdo numérica de problemas eletrostaticos ou
magnetostaticos € a obtencdo dos chamados potenciais, escalar e ou vetor. A
introducao desses potenciais € equivalente a propor, sob certas condigdes, um campo
admissivel de solugdo para o problema de interesse. A escolha do potencial tem
também implicacbes no custo computacional, pois é essa escolha que define entre
outras coisas, os graus de liberdade a serem utilizados no problema bem como suas
quantidades (Bird, 1991,1999), e (Trowbrige, 1978).

2.3.2 Formulacao potencial vetor e suas dificuldades

Levando em conta a equacgao 2.3, e sendo V-B =0, entao existe um A tal que:

B=VxA, verifica a equagao 2.3. Com um devido arranjo algébrico desse resultado na

equacgao 2.1 chega-se a:

VX(VxA)=uJ (2.12)

A solugédo da equagédo 2.12 em um dominio tridimensional tem sido fruto de muitas

pesquisas nos ultimos anos e é também uma das motivacdes para nossa pesquisa.
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Esse tipo de equacao apresenta um problema além daqueles inerentes as propriedades
fisicas dos campos. Esse problema reside na nao unicidade de solucdo para o
problema. Ou seja:

(VXA)=Vx(A+Vf)=0 (Jin, 2002).

Temos portanto mais de um candidato a solu¢do da equacgado. De outra forma, isso
equivale a dizer que o fluxo ndo é afetado pela adicdo de um gradiente de uma funcéo
escalar. Na literatura sdo propostas varias formas de contornar esse problema. Uma
dessa forma € a imposicdo do chamado termo de penalizacdo de Coulomb. Esse
processo consiste basicamente em impor, que V-A =0. Tal procedimento aplicado a

equacgao 2.15 resulta em:

VX (VxA)—(V-A)* = uJA (2.13)

onde o segundo termo do lado esquerdo da equacgédo 2.13, representa o termo de
penalizacao de Coulomb. Para os problemas magnetostaticos em 2D, essa condicao de
Coulomb é automaticamente satisfeita quando o rotacional da equagéo original recai em
um gradiente. Existem ainda os casos que sdo passiveis de serem simplificados ou
seja, se pudermos fazer uma aproximacdo bidimensional para um problema
tridimensional. Um exemplo desse tipo de andlise € o caso de querermos calcular o
campo magnético criado em torno de um fio infinito percorrido por uma corrente axial.
Ou ainda quando se deseja calcular o campo elétrico produzidos nas linhas de
transmissdo. Em ambos os casos é encontrada simetria cilindrica, que pode ser estuda
no plano através das fungbes de Green. Desde que se tenha independéncia da
componente longitudinal do campo em questao, este pode ser reduzido de 3D para 2D.
Portanto, se considerarmos um potencial A da equacao 2.13, aplicada ao problema do
fio infinito, e com uma fonte de corrente que possua apenas a componente longitudinal
em Z, tal que:
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sendo (A, =0, A =0, A.=A_(x,y)) € B=VxA entdo:

oA oA
B.(x,y)=— € B (x,y)=—.
dy ox

0A_(x,y) _
0z

Sempre que for possivel fazer esse tipo de redugéo, a solugdo numérica ndo apresenta

O divergente dessas componentes, B, e B,, € nulo desde que V-A= 0

problemas relacionados a unicidade ou seja, para 0s casos assimétricos bem como
para os puramente planos. Para os outros casos que nao possam ser simplificados
como anteriormente descrito, temos problemas em verificar a condicdo de penalizagéo.
Portanto a nossa primeira dificuldade no trato com problemas magnetostéaticos reside
justamente na dificuldade em verificar certas condigbes (condi¢do de penaliza¢ao).

2.3.3 Formulacao integral

Uma forma integral para o problema em questao pode ser apresentada de duas

formas, uma escalar e outra vetorial. A primeira € dada por:

[ Vw-uVV,dQ-§ wivV, ndl =0

onde V_ representa o potencial magnético escalar, w € uma fungédo de ponderagéo.

Uma forma integral vetorial para o mesmo é dada por:

J' (leAj-(wa)dQ—IJ-wdQ:O, para o caso 3D
Q lu Q

e _[Vw-vVAdS —iﬁvaA'ndL = ijdS , para o caso 2D
Q T Q
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onde A representa um potencial magnético vetor, e W uma func¢éo de ponderagéo

2.4 CONDICOES DE COMPATIBILIDADE

Para um caso mais geral, que ndo seja necessariamente estatico, a modelagem
de problemas de eletromagnetismo deve verificar certas condicées de compatibilidade.
Segundo Mur (1994), essas condi¢cdes, que sao consequéncia das equacdes dos
campos, estado divididas em:

2.4.1 Interior

Aplicando o operador divergente nas equacodes 2.1 e 2.2 temos:

V-(—VxH+J+a(_9—]t)):V-Ji’""

V-(VxE+%—B):—V-M"’”’
t

Com o intuito de dar maior clareza a exposicdo das préximas condicbes de
compatibilidade, algumas consideragbes devem ser feitas. Estas sdo a respeito da
decomposi¢ao ortogonal dos campos.
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H=nH+nxH onde H é um vetor qualquer e n um vetor unitério ortogonal a superficie

que contém H.

nx(H xn)
H
4| Hxn e (H-n)-n 4
.~ H
:-"'H.j/. I —
— T nx (H x -u.-:l__-""“m,

e
// H =<n

!

Figura 3: Decomposicao ortogonal do campo H (Kuczmann, 2009).

Na figura (3), n.Hrepresenta a componente normal do campo. Da mesma forma nxH a
componente tangencial. Essa decomposi¢do sera importante para o entendimento das
proximas condigbes de compatibilidade. A utilizacdo desta decomposicao se justifica
ainda pelo fato de que, para fins numéricos em eletromagnetismo, essas sé&o

relevantes.

2.4.2 Interfaces

Os campos nao sao continuos com relacdo as coordenadas espaciais nas
interfaces entre dois meios distintos. Para as componentes normais do campo elétrico e
magnético respectivamente, as condigbes de continuidade nas interfaces entre dois
materiais diferentes é dada por:

n(J+ iD) +n.J™
ot

n. 9 B+nM™
ot
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onde o indice imp, que aparece juntamente com a densidade de corrente J e com a

magnetizacao M, identifica as fontes que ndo dependem do campo. Estas fontes sdo

também conhecidas como fontes primarias.

2.4.3 Condicao Externa

Essa relacdo é encontrada quando estudamos o comportamento do campo nas
proximidades externas ao dominio de interesse. Seja entdo E*’ o campo elétrico
imediatamente externo ao dominio. Da mesma forma H“* um campo magnético nas

mesmas condi¢cdes que E“'. Entdo, do exposto acima, e generalizado a representacao

das componentes tangenciais dos campos Ee H, temos:

nxE =nxE“ na fronteira I,

e da mesma forma:

nxH=nxH" na fronteira I,

sendo I'=T, uTI, e I, NI, =J. Com isso fica completo o conjunto de condicdes de

compatibilidade.
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2.5 PERFEITA CONDUCAO ELETRICA (PCE)

Seja Q ., denotando uma regido com perfeita condugao elétrica (o = «) entao da

lei de Ohm J=0E implica E ~(0, desde que as correntes Jsejam limitadas.

pce

Entdo n6s podemos assumir que:
Exn=0 em 09,
Impondo essa condicdo a um problema de ondas, resulta que:
nxE, =nxE, (2.14)

sendoVxXE=—jwuH, e levando em conta o exposto nas condicbes do item 2.4.2,

podemos escrever:
n-VxE, =n-VxE, (2.15)
VXE, =VXE, (2.16)

entdo, considerando a igualdade 2.16, temos que a continuidade da componente
normal do campo magnético B é assegurada pela componente tangencial do campo E.
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2.6 PERFEITA CONDUCAO MAGNETICA (PCM)

Sao considerados os materiais com alta permeabilidade, onde podemos assumir

que o campo magnético H = (. Entdo:

pem

Hxn=0 em 09,

Da mesma forma que descrito anteriormente no item 2.5 chegamos a conclusao que a
continuidade da componente normal D do campo elétrico é assegurada pela
componente tangencial do campo magnético H.

Como visto, as condicdes de compatibilidade nada mais sdo que formas de limitar e
simplificar o problema que se deseja resolver. Complementarmente as condigbes de
perfeita conducao elétrica e perfeita conducdao magnética também desempenham esse

papel.



35

3 ELEMENTO FINITO

O método dos elementos finitos é uma das muitas ferramentas numéricas
utilizadas para reduzir um problema de dimens&o infinita para um problema de
dimenséo finita. Essa diminuicdo de dimenséo do problema é realizada substituindo o
dominio Q por subdominios Q¢ caracterizados por formas geométricas simples que
satisfacam a relagéo:

onde ne € 0 numero de elementos e Q°corresponde ao dominio elementar

Nesse subdominio sdo construidas funcdes de interpolacdo unitarias definidas
para cada ponto e amplificadas por variaveis, no caso os valores dos campos, definidas
também nos vértices da figura geométrica que define o subdominio. Isto permite reduzir
o numero infinito de graus de liberdade do subdominio para um numero finito definido
apenas nos vértices mas com uma variacdo pré-definida no interior do dominio
dependendo da funcao de base utilizada. A discretizacao pode ser realizada tanto para
a geometria quanto para os campos em questdao. Uma forma apropriada para solugao
do problema eletrostatico e magnetostatico via discretizacdo pelo método dos
elementos finitos é obtida pela utilizacdo da forma integral das equagdes de Maxwell
Esta forma pode ser obtida fazendo uso do método de Galerkin. Este método consiste
em construir um par apropriado de espagos para as fungdes envolvidas no processo de

discretizagdo, ou seja, para uma dada fungéo potencial ¢, deve-se ter uma base:
{f,}_,. Onde Nrepresenta o numero de elementos dessa base. Entdo uma

aproximagdo do campo escalar ¢, pode ser definida por:



36

&, =Zn:¢ifi (3.1)

onde ¢ é o vetor contendo os graus de liberdade a serem calculados, e ncorresponde

ao numero de graus de liberdade.

Da mesma forma que anteriormente, um potencial vetor A pode ser discretizado no

dominio elementar Q° pela relagao:

A= Zajw_, (3.2)

onde a; representa um vetor contendo os graus de liberdade, e W, a base a ser

utilizada na discretizacao.

Como exposto anteriormente, a utilizagcdo do método dos elementos finitos é
composta por uma sequéncia de passos. Um desses passos consiste na escolha do
tipo de elemento a ser utilizado. Nesse sentido, as possibilidades sdo muitas, pois
existem varias classes e tipos de elementos. De acordo com os objetivos desse
trabalho, vamos nos ater a apenas dois tipos de elementos, os nodais e os vetoriais. No
decorrer desse trabalho se vera que os principios de discretizacdo com um ou outro
elemento sdo basicamente os mesmos. Entretanto, com o intuito de mostrar as
peculiaridades de cada um no que diz respeito a aplicacado se faz necessaria a divisao
que se segue.
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3.1 ELEMENTO FINITO NODAL

Uma funcgdo, seja escalar ou vetorial, pode ser representada como:

U, = anﬁfi (3.3)

ou seja, o campo U, é representado por uma combinacdo linear das fungbes de forma
ou funcbes de interpolacdo, associadas com 0s nos e pelos valores assumidos pela

mesma nos nos.

Onde:

f, é a funcdo de forma nodal correspondente ao né i, e ¢ € o valor assumido pela

funcdonond i.

O indice n corresponde ao numero de nés do elemento, o qual pode assumir os
valores: trés para elementos triangulares, quatro para retangulares etc. Nessa linha,
caso consideremos uma fungdo vetorial A no espago R’, cada ndé do elemento

considerado tera trés graus de liberdade. Logo essa fung¢ao pode ser aproximada como:

A=Y AN, =Y (A x+A,y+A, DN, (3.4)

i=1 i=1

onde, da mesma forma que anteriormente, tem-se respectivamente A; o valor

assumido pela fungdo non6 i e N, a fungdo de forma nodal correspondente ao n6 i .
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Pelo exposto acima, vemos entre outras coisas que: os elementos que partilham
0 mesmo nd apresentam o mesmo valor para a fungao interpolada. Essa constatacao
levada a totalidade dos elementos que compéem um determinado dominio, permite
concluir que se tem continuidade da fungao interpolada através das interfaces de todos
os elementos que compdem a chamada malha de elementos. Caso levemos em conta
apenas funcdes escalares nao se tera grandes problemas em verificar essa
continuidade. Por outro lado, em se tratando de fungdes vetoriais, essa propriedade nédo
é simples assim de ser verificada. Isso fica mais claro ao se tomar como exemplo as
restricoes adotadas para a modelagem das condicbes de contorno onde essas
restricbes sdo impostas as componentes normais e ou tangenciais dos campos. Para
tanto, as restricbes fisicas sdo transformadas em relacbes lineares entre as
componentes cartesianas. De modo geral, a base nodal apresenta dificuldades em
modelar de forma apropriada os potenciais vetores em especial em dois tipos de
problemas: o primeiro quando se tem uma regido constituida por um material de alta
permeabilidade (ferro) e modelada com um potencial vetor, circunscrita por uma regiao
de material com baixa permeabilidade (o ar) modelada com potencial escalar. Essa
configuracdo de potenciais para essas regides resulta em um cancelamento do
potencial escalar na interface dos materiais. O fraco acoplamento de potenciais nao é
bom, uma vez que isso pode resultar em erros, devido a continuidade da componente
normal de acordo com (Trowbrige,1978) e (Bird, 1999). O outro problema na utilizagao
da base nodal é a dificuldade que esta base encontra em tratar geometrias complexas.
Essa dificuldade é devida ao fato de que: em problemas onde estdo presentes cantos e
entrancias, a componente tangencial do potencial vetor desaparece. Assim sendo, de
acordo com (Bird, 1999), o potencial vetor descreve 0 mesmo campo em ambos 0s
lados do canto ou entrancia. Assim em vez de um alto valor como era esperado, no

local em questao campo obtido com o rotacional no canto € zero.

Como foi descrito muitas sédo as dificuldades encontradas na resolugdo numérica
de problemas de eletrostaticos magnetostaticos. Muitas também sao as formas de
tentar sanar esses problemas. Essas tentativas vdo desde a utilizagdo de potenciais

modificados, passando entdo por uma mistura dos mesmos, bem como o uso da
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remalhagem adaptativa. Associado a isso tudo, uma alternativa que também se mostra
valida é aquela que aponta para o uso de elementos finitos modificados, ou seja, que
possuam caracteristicas diferentes do elemento finito nodal. Nessa linha temos como
exemplo o chamado elemento finito de aresta (edge ou vetorial), o qual conta com
certas propriedades que vao ao encontro de certas condigdes a serem satisfeitas em

eletromagnetismo.

3.2 REMALHAGEM ADAPTATIVA

Foi descrito anteriormente que os elementos finitos nodais encontram dificuldade
em satisfazer certas condi¢cées. Dentre as razdes para essas dificuldades esta o fato de
que por questdes computacionais, se utilizar rotineiramente fungbes de interpolagao
lineares, isto é, com fungdes de classe C°. Essas fungbes sdo continuas, mas o mesmo
nao ocorre com suas derivadas. Para tentar mitigar esse problema, a remalhagem

adaptativa € uma das possibilidades.

A remalhagem adaptativa € um processo no qual uma nova malha é gerada em
todo o dominio na tentativa de que o erro envolvido no célculo em questdo seja
homogeneizado e minimizado em todo o dominio. Para esse processo temos duas
possibilidades; a primeira é reduzir o tamanho dos elementos (remalhagem em &) e a
segunda é alterar a ordem das funcdes de interpolacado (remalhagem em p). Levando

em consideragdo o aspecto computacional envolvido, a remalhagem em p torna o

custo computacional elevado e atribui complexidade a formacdo do sistema de
equacodes. Além disto, esse processo nao soluciona o problema de descontinuidade das
derivadas entre elementos situados em meios distintos ja que elas continuam sendo de
ordem C°. Uma opgdo seria aumentar-se a quantidade de nos por elemento. Isso

também envolve um aumento no custo computacional. Portanto, dentre esses métodos,
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a remalhagem em i se mostra como a mais apropriada, embora esta ndo exclua um

aumento no custo computacional.

A implementacao da remalhagem adaptativa € baseada nos chamados indicadores de
erro. Esses indicadores medirdo a necessidade de um maior ou menor refinamento da
malha. Na literatura sdo propostos diversos indicadores de erro, entretanto, no
programa MEF s6 foram introduzidos os apresentados no anexo B (Cristiano T.Vieira,
2011).

3.3 ELEMENTO FINITO VETORIAL

Alem da continuidade da componente tangencial, a basew,, do elemento finito
de aresta € também livre divergente, isto é, satisfaz a equagdo V-w, =0. Entéo a

utilizacdo desses elementos implica na satisfacdo automatica da condicao de
penalizacdo de Coulomb. Isso é verificado para os problemas anteriormente descritos
bem como para problemas envolvendo guias de ondas. Em especial nesses ultimos o
elemento de arestas é bastante utilizado. Historicamente, a aplicacdo de elementos
finitos em problemas de eletromagnetismo deu-se inicialmente na resolugcdo de
problemas envolvendo ondas 6ticas. A primeira aplicacdo do método dos elementos
finitos em eletromagnetismo foi publicada por P. Silvester em 1969. Nessas primeiras
aplicacOes verificou-se que elemento finito nodal tinha um bom desempenho em
problemas imersos em meios homogéneos e/ou isotropicos. Em meios heterogéneos
e/ou anisotrépicos a solugdo encontrada vinha acompanhada do que se chamou de
modos espurios (solugdes nao fisicas). Esses por sua vez, para os problemas de
ondas, estdo associados aos modos de vibracdo. Muitas publicacbes dessa época
tentavam explicar a origem dos modos espurios. Konrad foi o primeiro a resolver a

equacao de onda na forma vetorial em termos de Vx(VxA)utilizando elementos

finitos. Em sua tese de PhD (Konrad, 1974) propbs que os modos espurios eram
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causados pela natureza ndo solenoidal dos elementos finitos, ou seja devido a
dificuldade destes em satisfazer a lei de Gauss. Dentro do mesmo ponto de vista,
acreditava-se que esses modos eram devidos a ndo imposicao da livre divergéncia nos
problemas elétricos ou magnéticos. Isso se justificava, uma vez que os modos espurios
nao apresentavam livre divergéncia. Outra maneira também utilizada para tentar sanar
o problema em questao foi a imposicdo de um termo de penalizacdo. Nesses métodos,
as solugcdes espurias sao deslocadas para longe das solucdes fisicas, de forma a
separa-las. Entretanto, esse método apresentava um problema: nem sempre o termo
penalizagdo adequado ao problema era facil de ser encontrado. Por outro lado, a
utilizacdo do elemento vetor € bastante justificavel, uma vez que esses contam com
propriedades que va&o ao encontro de alguns problemas em eletromagnetismo como
serd visto posteriormente. Uma representacao estavel para as fungdes de onda através
de elementos finitos é possivel (M.Hano, 1985). Para tanto, é proposto que as bases
dos elementos finitos sejam expressas como gradientes de fungdes escalares.
Entretanto, se levarmos em conta que o gradiente de algumas fungbes escalares € zero

e que o operador da equacgao de onda é um rotacional e que a fungéo vetorial Vx(VA)

€ nula, dificuldades na solugcdo podem aparecer. Em termos matematicos, isto quer
dizer que teremos, como geradores do nucleo do operador rotacional, vetores que nao
geram esse nucleo. Em termos fisicos, especificamente para o caso das ondas, o
resultado também néo é apreciavel. Nesse caso, os autovalores do espaco nucleo, que
precisam ser nulos, s&o aumentados para valores diferentes de zero. Tem-se uma fonte
de modos espurios, uma vez que esse comportamento da aproximacéao interfere nas

frequéncias resultantes da equacéao vetorial de onda (Z.Cendes, 1990).

Da mesma forma que anteriormente descrito para o elemento nodal, o elemento
de aresta também possui uma base, nesse caso contudo, ela é composta por vetores.

Entdo, uma base vetorial w, aplicada para aproximar um potencial vetor A resulta na

seguinte representacao para o potencial:
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onde w, representa a funcdo de forma corresponde ndo mais ao n6 como
anteriormente, mas a aresta i do elemento. Da mesma forma, A, corresponde a

integral de linha do potencial vetor ao longo da aresta i. Considerando as fungdes de

forma vetoriais lineares, tem-se que:

J‘ gl 1 ao longo da aresta i
w,-dl =
' 0 ao longo das outras arestas

!

Portanto, a integral em (3.5) € zero quando w, e dl forem perpendiculares entre
si. Para outros casos, tem-se que |w,|:|dl|>0. Para a base w, em questdo, a principal

propriedade desse elemento é apresentar continuidade da componente tangencial.
Essa propriedade, caso aplicada a um potencial implicara no seguinte: para 0os casos

3D, w, terd componente nula ao longo de cada uma das faces que ndo partilhem a

aresta i. O mesmo é verificado para os casos 2D nos elementos que n&o partilham as
mesmas arestas. Em adicdo, essa nova estrutura, trazida pelos elementos de aresta,
fornece uma representacao afim para os campos vetoriais, bem como para operagcoes
em dominios triangulares (Cendes, 1993). Nesse sentido, apresenta-se aqui 0s

elementos finitos triangulares de aresta que tem a seguinte representacao:

W, = I(LVL, — L,VL,) (3.6)

onde ij representa a aresta compreendida entre os noés i e j, L eL; sao as

coordenadas baricéntricas do tridngulo e I, o comprimento da aresta i. O campo

vetorial, de acordo com a decomposicédo acima descrita, pode ser escrito na forma:

A= AW, (3.7)
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onde m é o nUmero de nés do elemento.

3.3.1 Relacao entre elementos nodais e elementos vetoriais.

Levando em consideracdo uma das propriedades da base nodal exposta no anexo
8.1.1, tem-se:

N, =1

Jj=1

Z::I VNj =0

onde N, € a base nodal, o gradiente da base nodal pode ser expresso pela seguinte

relacao:

j=1..n-1 (3.8)

onde e W, a base nodal, n € o numero de n6s e m 0 numero de arestas do elemento.

Portanto, a quantidade maxima de gradientes linearmente independentes na base nodal
é n-1. Aplicando-se o operador rotacional a equacéao 3.8 resulta:

Z:;Cijvxvvi =05 ]=11’l—1

Assim, o numero de rotacionais linearmente independentes produzidos pela base vetor
€ m-1. Isso implica que para a formulagdo ndo penalizada, o sistema resultante é

singular.
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3.3.2 Elemento vetorial e suas dificuldades.

Apesar de sua consideravel aceitacdo bem como aplicabilidade, o elemento finito
vetorial ndo € capaz de resolver toda a gama de problemas de eletromagnetismo de

forma satisfatoria.

Como dito anteriormente, este tipo de elemento impde a continuidade da
componente tangencial do campo enquanto que a componente normal fica livre para
saltos. O fato de essa ultima componente ficar livre pode resultar em problemas,
especialmente quando se faz necessaria a continuidade da componente normal do
campo. Um exemplo disso ocorre quando se deseja calcular o campo elétrico em um
perfeito condutor elétrico localizado em uma singularidade. Nesse caso, nenhum
elemento nodal ou de arestas simples é capaz de obter bons resultados de acordo com
(J.P.Webb,1993). Outra caracteristica apresentada por esse elemento é a baixa
convergéncia em problemas magnetostaticos de circulagdo de corrente onde a
convergéncia s6 € atingida para altas ordens polinomiais (Cendes, 1993). Esse
comportamento pode ser evidenciado também em problemas magnetostaticos, néo
necessariamente de circulagdo de corrente, onde a convergéncia sé € atingida quando
se utiliza elementos de segunda ordem. Tal comportamento é devido a inconsisténcia
do elemento de aresta para determinados graus de aproximacao (Mur, 1985). Nesse
sentido, a utilizagdo de elementos tetraédricos de primeira ordem permite uma
interpolacdo direta dos campos. Entretanto, esta aproximagdo quando aplicada aos
campos, é de ordem zero ao longo das arestas dos elementos. Essas sdo apenas
algumas das muitas dificuldades encontradas pelo elemento finito de aresta na
modelagem dos campos. Um resumo completo dessas caracteristicas pode ser
encontrado em (Mur, 1998).

E possivel constatar ainda, que o conjunto das limitagdes apresentadas pelo
elemento de aresta interfere ndo sé na capacidade deste em modelar certos problemas

mas também, no seu desempenho comparado ao elemento nodal. Embora se deva
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reconhecer sua eficicia na resolu¢do de determinados problemas, o elemento de aresta
representa apenas mais uma das ferramentas destinadas a melhorar a solugao

numérica em problemas de eletromagnetismo.
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4 MAGNETOSTATICA

Com objetivo de resolver problemas magnetostaticos desenvolve-se a seguir as

formas integrais, escalar e vetorial para 0 mesmo.

41 CAMPO MAGNETOSTATICO - POTENCIAL ESCALAR

A formulagdo do potencial escalar é usada quando as bobinas ndo estao
presentes no dominio e portanto, a densidade de corrente J ndo pode ser considerada
nesse caso. Portanto, a equacao 2.1 de Maxwell se reduz a:

VxH=0 (4.1)

e o potencial escalar magnético V, pode entdo ser definido por: H=-VV . Partido

dessa igualdade, da equacéo de Maxwell 2.3 e da equacao 4.1 resulta:
V-uvV, =0 (4.2)

Nesse caso ndo se considera uma densidade de corrente como geradora do
campo, mais sim a forca magneto-motriz (mmf) gerada por colimadores. Essa forca é

aplicada em alguns contornos do dominio como um potencial escalar magnético V,

(Bastos, 1996).
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4.2 CAMPO MAGNETOSTATICO - POTENCIAL VETOR

Quando a densidade de corrente J é considerada como uma fonte de campo

magnético no dominio, a equagdo: H=-VV, ndo é mais valida. Neste caso, um

potencial vetor magnético A deve ser definido tal que:
B=VxA (4.3)

Da equacédo 2.1 de Maxwell e da relacao constitutiva 2.9, a equacgao 4.3 toma a

seguinte forma

VXWxA=] (4.4)

onde v -1 € a relutancia magnética. Da solucéao da equacédo 4.4 e da equacao 4.3, a
y7i

densidade de fluxo magnético B pode ser obtida e portanto utilizando a equacao
constitutiva 2.9, o campo magnético H também pode ser obtido. Para simulagdes em
2D em coordenadas cartesianas, a equacao 4.4 se reduz a equacao de Poisson:

V-WA =-1 (4.5)

onde as variaveis A, ¢J, sdo as componentes de A ¢J nadirecdo z, isto €, normal ao

plano da simulagao 2D.
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4.2.1 Condicao de Coulomb

A solucao numérica de problemas de potencial vetor como o problema descrito
na equacgao 4.4 requer uma solugao na qual o rotacional € aplicado duas vezes. Nessa
equacgao, a solucao almejada é o vetor de inducdo magnética B, o qual é derivado do
potencial vetor através da equacgédo 4.3. Embora a solugdo de A ndo seja Unica, isso
nao representa um problema, desde que o campo resultante B seja unico. Por outro
lado, o fato de A nao ser Unico pode causar problemas de convergéncia na solugao
numérica das equagdes, quando o elemento finito nodal é usado para resolver o
problema de potencial vetor. A condicdo de penalizagdo dada pelo calibre de Coulomb
(Coulomb, 1981) e apresentada na equagéao 4.6 abaixo, refor¢ca a unicidade da solucao
de A, conduzindo a solucao do sistema de equacdes a convergéncia.

4.3 FORMA INTEGRAL - POTENCIAL ESCALAR

A formulacéo integral pode ser derivada usando o método dos residuos ponderados ou
a aproximagao variacional. O método dos residuos ponderados lida com equacoes
diferenciais enquanto o método variacional lida equacdes de equilibrio da energia as
quais dao uma nogao do fendbmeno fisico envolvido. Neste trabalho, se fard uso do

método dos residuos ponderados

Aplicando na equacao 4.2 identidades vetoriais, utilizando o método de Galerkin dos
residuos ponderados para uma fungao de ponderacdo ¢, e impondo as condi¢des de
contorno descritas no item 2.3, a forma integral para o potencial escalar assume a

seguinte forma:
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[[vo-99,d0-fue, -nar =0 (4.7)
Q T

Assim a equacdao 4.7 representa uma forma integral para o potencial escalar magnético.

4.4 FORMA INTEGRAL - POTENCIAL VETOR

Aplicando-se a equacgao 4.4 novamente as identidades vetoriais pode-se obter a

forma integral do potencial vetor utilizando o método de Galerkin para esse problema:

H%(VxA)-(Vm)—J«p}dg:O, vQ (4.8)

onde ¢ € a funcdo de ponderagao.

Para os caso 2D em coordenadas cartesianas , a equacao 4.8 pode ser reduzida a
equacao de Poisson (Bastos, 1996). Nesse caso, uma forma integral para a equacao
4.5, seguindo 0 mesmo processo descrito para a equacao 4.8, pode ser escrita da

seguinte forma:

.LV(/ﬁ WA dQ - £ @VVA. -ndl = szdg (4.9)
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4.5 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS.

O processo em questao é realizado pela substituicdo dos campos escalares ou
vetoriais e das fungdes de ponderacao pela discretizacdo em elementos finitos, definida
pela equacdo 8.5, na forma integral. Portanto, a discretizagdo das formas integrais

escalares e vetoriais inicialmente descritas, € feita nos moldes a seguir.

4.5.1 Discretizacao de um potencial escalar.

Considerando a utilizagdo de elementos finitos, a discretizagdo da equagéo 4.7

pela aproximagao definida em 8.5 resulta na seguinte equagéao:

Zm:1 j (S, - VfAQ - fi; FUVf,ndT*, i j=1.n (4.10)
Q¢ m=1

=l e

onde ne é o numero total de elementos finitos e » 0 nimero de nés do elemento. Essa

equacgao pode ser expressa por um sistema de equagdes do tipo:
[KHo}=1{F} (4.11)

onde:

[K]j,:JVﬁ.ijdQe , ij=l.n (4.12)

QE
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{F},e = J‘fiﬂvfj 'njdre , L j=L.n (4.13)
r@

4.5.2 Discretizacao de um potencial vetor em 2D e3D.

Para o caso 3D, como descrito na equacéo 4.8, a discretizacdo do potencial
vetor e da fungdo de ponderagdo em elementos finitos nodais resulta na equagao:

ne 1 . ne . o
Zln:lj;(foi)~(fo_l.)dQ =Zi=ljlf,.1dr, i,j=l..n (4.14)
QE

r

Da mesma forma descrita anteriormente, essa equagdo pode ser expressa por um

sistema de equagdes do tipo:

(Ko} ={F} (4.15)
onde:
. (1 .
[K]U = j;foi VX dQC , i, j=1.n (4.16)
Qe
) = [tar . ij=tn (4.17)

Para o caso 2D, como descrito na equacéo 4.9, a discretizacdo do potencial

vetor e da fungéo de ponderagcdo em elementos finitos nodais resulta na equacao:



52

ijlj(Vﬁ)-v(Vfi)ng =ZZIﬁJde, i j=1.n 4.18)

Da mesma forma descrita anteriormente, essa equagdo pode ser expressa por um

sistema de equagdes do tipo:

Ko} ={F} (4.19)
onde:

[K];:J.Vfi-vadeg , i, j=l.n (4.20)

{F}f:.[f,.fdw , Lj=Ll.n (4.21)
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5 ONDAS ELETROMAGNETICAS

5.1 EQUAGAO DE ONDA

Com o objetivo de resolver problemas de campos eletromagnéticos oscilantes, e
assumindo que os mesmos assim o fagam em uma Unica velocidade angular (Kitoh,
2001), define-se entdo um vetor A que representa um campo eletromagnético. Assim,

esse vetor pode ser escrito da seguinte forma:
A(r,1) =Re{A(r)exp(jar)}. (5.1)

Estendendo essa mesma representagcédo para os campos E, H, B e D resultam:

E(r,7) = Re{E(r)exp(jor)} (5.2)
B(r,?) = Re{B(r)exp(jor)} (5.3)
H(r,?) = Re{H(r)exp(jax)} (5.4)
D(r,?) = Re{D(r)exp(jax)} (5.5)

Onde E, B, H e D sdo uma representacéo fasorial dos campos E, H, B e D. Essa

mesma representacao nos possibilita escrever as equacdes de Maxwell como:
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VXE=-joB=-jouH (5.6)
VxH = jaD = jowe E (5.7)
V-B=0 (5.8)
V. E=0 (5.9)

De posse dessas simplificacbes agora € possivel desenvolver as equacdes de onda

para os campos elétricos e magnéticos.

5.2 FORMULACAO POTENCIAL ESCALAR

Aplicando o operador rotacional as equagdes 5.6 e 5.7 e utilizando a identidade

vetorial: Vx(VxA)=V(V-A)-V’A obtém-se as seguintes equagdes:

VE+k’E=0 (5.10)

VH+k H=0 (5.11)

Tais equages representam, respectivamente, a equacao de Helmholtz para os

campos elétrico e magnético respectivamente nas quais o nimero de ondas é definido

por: k, = Wy E M, -
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5.3 FORMULACAO POTENCIAL VETOR

Para solucionar o problema de um guia de ondas retangular homogéneo com
dois campos faz-se necessaria uma representacao vetorial para este problema. Assim

as equacdes 5.6 e 5.7 expressas em termos de rotacionais séo:

VX(LVXE) =k’e E (5.12)

r

1
Vx(-VxH) =kiuH (5. 13)

r

5.4 FORMULACAO INTEGRAL-POTENCIAL ESCALAR

Considerando inicialmente o caso de um guia de ondas em 2D de formato
retangular homogéneo e isotrépico, o fenédmeno fisico envolvido nesse tipo de aplicacao
pode ser descrito pela equacao de Helmholtz que conduz a solugao de um problema de
autovalores e autovetores. Supondo entdo, uma formulacdo potencial escalar para
equacao que satisfaca a equacao de Helmholtz e, considerando as equacdes 5.10 e
5.11, pode-se reescrever de maneira genérica que:

Vfl//+kfy/:0 (5. 14)

onde k, representa o numero de ondas, e V,=9d X+d .y € uma representacao

alternativa para o operador gradiente.
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Para possibilitar a solugdo numérica aproximada da equacao diferencial 5.14 via o
método dos elementos finitos, deve-se encontrar uma forma integral para representa-la.
Uma das formas € utilizar o chamado método dos residuos ponderados de Galerkin,
Portanto, aplicando esse método ao problema em questédo e utilizando uma funcao de

ponderagéo 7, resulta:

[ 7.y 4y =0 (5. 15)
Utilizando-se as identidades vetoriais:

Vo ALVYI=VI -Vy+T.(V,-Vy) (5. 16)
[V, -Vyd@= Vy-nar (5.17)

onde n é um vetor unitario normal a fronteira I" entdo, a equacao 5.15 pode ser escrita

como:
2 Yy
(V.T,-Vy)dQ—k; | TydQ = | T, == dU (5. 18)
Q Q r an

onde aa—l// € a derivada de y, normal a fronteira I'. Entdo pela condi¢cdo de perfeita

n
conducao elétrica (PCE) se tém-se duas possibilidades de condi¢cdes de contorno: a
primeira se refere ao caso transversal magnético (TM) e a segunda ao caso transversal

elétrico (TE). No caso TM, o termo T, desaparece na fronteira I' e no caso TE, o termo

aa—l// desaparece na fronteira I'. Portanto, tanto para o calculo de TM quanto para o de

n

TE, o termo do lado direito da equacao 5.18 desaparece, e essa se reduz a:
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[ vie =i [ryar (5. 19)
Q r

O fato de a parcela do lado direito desaparecer nos casos TM e TE, esta associado as
condicdes de fronteira homogéneas (C.J.Reddy, 1994). Ou seja, essa parcela se anula
devido ao fato de se impor a condicao de fronteira homogénea de Dirichelet a derivada
da fungé@o potencial w, que seja normal a fronteira em TE. Da mesma forma, ela
também se anula devido ao fato de se impor a condi¢cdo de fronteira homogénea de

Neuman a fun¢@o de ponderagdo 7, em TM.

5.5 FORMULACAO INTEGRAL - POTENCIAL VETOR

Considerando ainda, o caso de um guia de ondas 2D homogéneo e isotropico, o
desenvolvimento da formulagao integral potencial vetor inicia-se com as equacdes 5.12
e 5.13. A equacédo 5.12 representa a formulacdo potencial vetor para o modo de
vibragdo TE enquanto que a equagédo 5.13 representa a mesma formulagdo para o
modo de vibragdo TM. Assim sendo, tomando como exemplo o modo TE e buscando a

forma integral para a equacao 5.12 chega-se a:

1
[, -{V, x(ﬂ—VxEt) —kferEt}dQ =0 (5. 20)

r

Onde T, é a funcdo de ponderagdo. Convenciona-se ainda, que E, é a parte

transversal do campo elétrico e é igual a: E, = xE + yE .
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Por fim, aplicando-se na equacgao 5.20 a identidade vetorial e as condi¢ées de contorno

apresentadas abaixo:

T.(V,xA)=(V,xT,) A=V, (T, xA) (5. 21)

-T,.nxA)=(T,xA)n (5. 22)

j V, (T, xA)dQ = jr (T,xA)-ndl’ (5. 23)
resulta:

J‘Q;r(V,th)-(erEt)dQ:kfg,J‘QTt ‘EdQ (5. 24)

O mesmo procedimento utilizado acima para o campo TE pode ser aplicado para o caso
do campo TM encontrando-se uma equacao semelhante para o campo magnético, dada

por:

1
jﬂg—rw, XT)-(V,xH)dQ =k u, [ T, - H,dQ (5. 25)

onde H, =;CHX +;Hy
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5.6 FORMULACAO INTEGRAL-POTENCIAL VETOR DE 3 CAMPOS

A caracterizagdo de um guia de ondas nao homogéneo necessita de uma
formulacao matematica que inclua mais de uma componente do campo. Portanto, para
que se possa fazer aplicacoes desse tipo de guia de ondas, faz-se necessario o

desenvolvimento uma discretizagdo com trés campos.

As solugbes para as frequéncias de corte dos guias de ondas apresentadas até
entdo, levavam em consideragao apenas as componentes transversais dos campos. Tal

simplificacao foi feita supondo que a constante de propagacao £ da onda é nula. Para

o desenvolvimento da discretizacdo proposta, deve-se considerar inicialmente a

igualdade apresentada a seguir:
V=xd,+)9,+20,=V,+2, =V, —jfz (5. 26)
que é uma representacao alternativa para o operador gradiente.

Considera-se ainda, que um campo vetorial qualquer possa ser decomposto em trés

componentes, duas transversais e uma outra longitudinal conforme a equagéao a seguir:

V=V -V (5. 27)

Partindo desse rearranjo de componentes, podemos entao generalizar e reescrever 0s

campos de interesse (H e E ), da mesma forma. Assim temos: para o campo E:

E=E,-E._; (5. 28)
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e para o campo H:

H=H -H_: (5.29)

5.6.1 Constante de propagacao nula (5=0)

Substituindo as equacbes 5.28 e 5.29 nas equagbes 5.24 e 5.25 respectivamente e
utilizando ainda a equacgéo 5.26 em ambas, o problema das frequéncias de corte para o

caso elétrico toma a seguinte forma:

V,x(1-V xE,)—k

r

¢E, =0, para a componente transversal de E.

c r t

1
v, -lu—VlEZ +kle E =0, para a componente longitudinal de E,

enquanto que, para o problema das frequéncias de corte para o caso magnético, as

seguintes equages sao validas:

1
V, X (g_ V,xH,)—k’#.H, =0, paraacomponente transversal de H,

r

1
Vv, 'g_Vsz +k p,H, =0, para a componente longitudinal de H,

r

Com o objetivo de obter uma solugcdo numérica aproximada através dos
elementos finitos, utiliza-se uma formulacao integral e 0 método de Galerkin. De acordo
com esse ultimo, deve-se ter para a funcao de ponderacdo o mesmo tipo de funcao
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utilizada para os campos propriamente ditos. Ou seja, a fungdo T de ponderagao, para

o problema em questao deve ser da forma:
T=T,-T32

Assim, uma discretizagdo das componentes transversais e longitudinais dos campos

pode ser representada de forma esquematica como na figura abaixo.

Y

_——

Y X R ,
i EI - Z =l erm“'rm

Ez = Zj;l ezr'{xf

Figura 4: Componentes transversais e longitudinais do campo E.

onde campo E_ representa a discretizagdo da componente longitudinal do campo com
uma base nodal. Da mesma forma, E, representa a discretizagdo das componentes

transversais do campo elétrico utilizando uma base vetor. Portanto, considerando a
decomposi¢ao anteriormente descrita para os campos, uma forma integral para essa

equacao pode ser dada por:
1
L;%WXIMWXEMQ=ﬁaL1EdQ (5. 30)
1
Igﬂ—(Vth V,E Q= ke, IQTZ.EZdQ (5. 31)

Do mesmo modo anteriormente descrito, 0 problema de frequéncias de corte para o

caso de um campo magnetostatico resulta em:
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1
L;(V’ XT).(V,xH)dQ = k€, J‘QTt.thQ (5. 32)

1
jﬂﬂ—w,nm»dﬂ=kfe,jQTz-sz9 (5. 33)

5.6.2 Constante de propagacao nao nula (5+0)

Para a formulagdo integral ha a possibilidade ainda de se desenvolver a
discretizacdo do potencial vetor com trés campos, Nesta hipotese, considera-se que

necessariamente a constante de propagacao S seja diferente de zero ou seja, para um

dado valor de f, o objetivo é se calcular k,.

Substituindo as equacbes 5.28 e 5.29 nas equagbes 5.24 e 5.25 respectivamente e
utilizando ainda a equagao 5.26 com S =0 em ambas, o problema de frequéncia de

corte para o caso elétrico pode ser expresso da seguinte forma:

V, X (ﬂ%V, xEt)—ﬂ%(j,ﬁ’V,Ez — B°E,)=k2eE,, para a componente transversal de E.

-4V, (V.E + jfE)]= koe E para a componente longitudinal de E.

Z )
e para o problema das frequéncias de corte no caso magnético obtém-se as equagdes:

Vv, x(g%vt th)—E%(jﬁV,HZ —°H,)=kuH,, paraacomponente transversal de H

=4[V, (V.H_ + jpH))] = kot H_, para componente longitudinal de H
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e novamente, utilizando o método de Galerkin juntamente com algumas identidades
vetoriais bem como com as condicdes de contorno, chega-se as seguintes equacdes
para o caso elétrico:

L[ [V, xT)(V,xE) + (BT, V,E.+ BT, E)hQ = ke, [ T, EdQ

2
ﬁ—J (VI.-V,E +V T ENXQ =k S, j T E.dQ°
M, doe ‘ ) ot "~

e para o caso magnético resulta:

éJ-Qg [(Vt xT)-(V,xH)+ (;Bth 'VtHz, +ﬂ2Tt 'Ht)kﬂe = kozlurj.gz T; 'thQe

2
Pl wrvn v nye —ipu| rmao
E. Jo¢ Q¢

r

5.7 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Para o processo de discretizacdo em elementos finitos, apresentaremos a seguir
a discretizacao na base nodal e na base vetorial para as variaveis escalares e vetoriais.
Assim sendo, uma discretizagdo por meio destas bases, de acordo com o anexo do
capitulo 8, é dada por:

u (5. 34)
o(x,y) = Zqﬁi f  para avariavel escalar e
i=1
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onde n é o numero de nés do elemento finito nodal e

m (5. 35)
A(x,y)= Zaiwi para a variavel vetorial

i=1

onde m é o nUmero de arestas do elemento finito de aresta.

5.7.1 Potencial Escalar

A equacdo 5.19, que representa a formulagdo potencial escalar, pode ser
discretizada tanto para o campo escalar quanto para a funcdo de ponderagéo.

Utilizando-se a relagéo 5.34 obtém-se as seguintes equagdes:
ZQJ (F, V1R =KD 0 j [ifdQ, i j =1 (5. 36)
e=1 of i=1 Q¢

Onde n é o numero de nés do elemento finito nodal e NE é o nimero tal de elementos

nodais resultado da discretizacdo. Considerando-se que o dominio Q é composto pela

unido de todos os subdominios Q° base dos elementos finitos, a equacao 5.37 pode

ser reescrita na forma matricial e no sistema global por:
[Sle]=2[T]o] (5.37)

onde o vetor [p] retine todos os graus de liberdade definidos no dominio, [S] e [T] sdo
as matrizes globais resultantes da inser¢do das matrizes elementares correspondentes
e k’ o autovetor que fornece as frequéncias de corte dos guias de ondas. As matrizes

elementares séo definidas & partir de:



65

1, = [ 7, - vf a0
Y, = | .00

5.7.2 Potencial Vetor

A discretizacao da formulacdo potencial vetor para o caso elétrico ou magnético é
obtida pela substituicdo da equacgéo 5.35 do campo vetorial discretizado em um dominio

elementar Q°nas equacgdes 5.24 e 5.25 respectivamente. Tal procedimento aplicado

para o caso magnético resulta numa equagéao da forma:
Ze[.'[ LV xW,)-(V, x W, )0 = kfﬂ,ze,i.[ W, - W.dQ
—d " Joc £, ! ! " Jge (5. 38)

Da mesma forma que anteriormente a equagéo 5.35, resulta num sistema matricial do

tipo:
de matrizes dado por:
[Sle,]=&Z[T]e,] (5. 39)

onde as matrizes elementares sédo definidas por:

S5 = [ (VW7 W, (5. 40)
Q¢ &,
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[}, = | (W, - W, b (5. 41)

5.8 DISCRETIZACAO EM E.F. COM TRES CAMPOS (5 +0)

Discretizando as equacdes 5.32 e 5.33 da mesma forma explicitada

anteriormente, obtém-se uma formulagdo em elementos finitos, dada pelas equacdes

abaixo:

> ! j V. XW, Y, XW, M0, =k2e, Y| W,W,)d0, (5. 42)
e =L U, m=1 Jq¢

o] Cavahe=ie Y e[ o hor (5. 43)

onde n,m=1,..., na, na € numero de arestas do elemento finito de arestas, i, j=1,...,n

e n & o niumero de nés do elemento finito nodal.

O sistema de equagbes a ser resolvido é dependente agora de 3 campos.Assim,

podemos escrever as equacgoes 5.42 e 5.43 da seguinte forma:

S, 0 |e, _szt 0 e, 5 44
0 S,|e,| |0 T e, (5. 44)

onde:
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S.] = ﬂi j (V. x W, )V, x W, )dQ*
r Qe

[Sz],e/ ZLJ‘ (thi'vtfjhge
H, Jdaf

r

[Tt ]:m = gr J‘Qe (th 'th )dQe

L= | (s b

e W, representa a funcéo de interpolacdo na base vetorial ¢, e f, a fungéo na base

m

nodal e,. Portanto a matriz global pode ser representada como:
S. 0 |e, —k2T’ 0 | e 5 45
0 S,|lle,| |0 T1|e, (5. 49)

5.9 DISCRETIZACAO EM E.F. COM TRES CAMPOS (5 +0)

Utilizando os mesmos procedimentos utilizados anteriormente e levando em

consideracao que:

4
Ht = z etm th
m=1
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onde e, € e, representam as incégnitas na base vetorial e nodal respectivamente, o

caso da formulacdo de 3 campos com (B #0) recai num sistema de equagdes de

autovalores e autovetores dada por:

Stt Stz et 2 Ttt O et
=k
|:Szt Szz :||:ez ’ O Tzz ez (5 46)
onde:

[Stt ];Wl = #J. [(Vt X th) : (Vt X th) + IBZTm : Htm }[Qe
0e
[Stz ]lezm = éJ‘ I;Bzwtn thm LZQE
Qe
2
[Szt ];m = IB_J‘ (thn ' th MQe
£, Jof
2
.1 =2 05,9,
€. Ja¢

[Ttt ]zezm = ﬂrJA th ’thdge
0e

[rL. = pu [ 1.r.d0
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Como mencionado anteriormente, a aplicagdo do método dos elementos finitos
em eletromagnetismo se deu primeiro em problemas de ondas. Dessa forma e de
acordo com os objetivos desse trabalho, os primeiros resultados aqui obtidos também
estdo associados a esses problemas. Posteriormente sdo apresentados exemplos
numéricos de calculo de campos magnéticos. Para a obtencdo da solugdo numérica
dos varios exemplos apresentados a seguir, varias funcdes e elementos finitos,
inclusive o elemento de aresta, foram implementados em um co6digo computacional
denominado MEF. Este cédigo foi escrito em Fortran 90 e baseado na estrutura do
cédigo apresentado por Dhatt e Touzot (1981). Os detalhes de funcionamento do MEF
podem ser encontrados em Jospin (2012).

Com o intuito de verificar a aplicacdo do elemento finito de aresta foram
resolvidos problemas de guias de ondas. Nesse tipo de problema, tem-se a
necessidade de calcular entre outras coisas, os chamados autovalores e autovetores.
Respectivamente, esses representam as frequéncias de corte e 0s campos elétricos e
ou magnéticos. Os resultados obtidos mostraram que o mddulo de solugao original do
programa MEF ndo era capaz de calcular os autovalores e autovetores para esse tipo
de sistema de equacdes. Para contornar esse problema, foi introduzido um conjunto de
rotinas comerciais do LAPACK. Com essa modificacao foi possivel se determinar as
frequéncias de corte e os campos elétricos e ou magnéticos, inclusive os nulos ou
negativos, nos problemas de guias de ondas.
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6.1 GUIA DE ONDAS HOMOGENEO COM DOIS CAMPOS.

6.1.1 Guia de onda retangular.

Nesse primeiro exemplo pretende-se calcular as frequéncias de corte para um
guia de ondas retangular de dimensbdes axb e com b satisfazendo a relacdo b=2a.
Na figura 5 sdo mostradas a geometria e as condigdes de contorno utilizadas nesse
guia de ondas para representar o modo TE.

>
]

Vil A
[=4]
Vel ol A
i
i

Figura 5: Guia de onda retangular com a condicdo de contorno emy.

Na tabela 1 apresentam-se os resultados obtidos pelo programa MEF utilizando
dois tipos de elementos nodais; o retangular linear com 4 nés (R4N) e o triangular linear
com 3 nés (T3N). A solugdo numérica foi obtida utilizando discretizagdes variadas de 4,
62 e 428 elementos T3N e de 4, 60 e 400 elementos R4N. Esses resultados sao
comparados aos resultados obtidos pelo programa HELM10 e pela solugdo analitica
apresentada por Reddy em um relatério técnico (Reddy, 1994). E possivel constatar
que o programa MEF obteve resultados semelhantes principalmente para as malhas

mais refinadas.
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Tabela 1: Freqliéncia de corte para um guia de onda retangular no modo TE usando elemento

finito nodal.
modo Solugdo HELM10 MEF MEF MEF MEF MEF MEF
TE analitica [Reddy, (4T3N) (62T3N) (428T3N) (4R4N) (60R4N) (400R4N)
[Reddy, 1994]
1994]
10 3,142 3,144 3,464 3,160 3,144 3,464 3,155 3,145
20 6,285 6,308 6,928 6,422 6,306 6,928 6,355 6,290
01 6,285 6,308 7,746 6,463 6,308 6,928 6,387 6,309
11 7,027 7,027 7,746 7,290 7,057 7,746 7,095 7,032
12 8,889 8,993 - 9,383 8,947 - 9,010 8,909
30 9,428 - - 9,873 9,499 - 9,776 9,512
31 11,331 - - 12,278 11,457 - 11,660 11,404
- - - - 13,588 12,741 - 13,145 12,618
02 12,571 - - 13,831 12,758 - 13,400 12,774
21 12,958 13,201 - 14,295 13,165 - 13,519 13,004

TE10, TE11, TE20 e TE22 com condi¢cbes de contorno na linha x=0 e x=b.

Modo (TE10)comko=3.14415 hz

Modc (TE11) comko=7.05887 hz

Modo

-

Mode (TE21)comko=8.95295 hz

Figura 6: Quatro modos de vibracéo para caso TE com condicédo de contorno em Y

Na Figura 6 sdo apresentados os campos elétricos (autovetores) para os casos
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Na Tabela 2, sdo apresentados, para 0 mesmo guia de ondas, os valores obtidos
pelo programa MEF para as frequéncias de corte utilizando os elementos finitos
retangular de aresta (R4E) e triangular de aresta(T3E). Novamente, sdo utilizadas
discretizagOes variadas de 4, 62 e 428 elementos T3E e de 4, 60 e 400 elementos R4E.
Os resultados obtidos sdo novamente comparados com a solugdo numérica
apresentada por (C.J.Reddy, 1994) utilizando o programa Helm10 e com a solucao
analitica desenvolvida pela NASA Langley Research Center. Constata-se mais uma vez
que os elementos de aresta se aproximam bem da solugdo analitica e observa-se uma

pequena vantagem para o elemento R4E.

Tabela 2: Freqiiéncia de corte para um guia de onda retangular no modo TE usando elemento
finito vetor.

modo Solugado HELM10 MEF  MEF _ MEF MEF  MEF  MEF
TE  analitica (4T3E) (62T3E) (428T3E) (4R4E) (BOR4E) (400R4E)
[30]

10 3,142 3,144 3,639 3,411 3,144 3,464 3,155 3,145

20 6,285 6,308 5,908 5,508 6,304 7,746 6,355 6,290

01 6,285 6,308 8,764 6,334 6,303 7,746 6,387 6,309

11 7,027 7,027 - 6,968 7,057 - 7,095 7,032
12 8,889 8,993 - 8,180 8,954 - 9,010 8,909
30 9,428 - - 8,480 - - 9,776 9,512
31 11,331 - - 9,551 - - 11,660 11,404
- - - - 11,149 - - 13,145 12,618
02 12,571 - - 11,769 - - 13,400 12,774
21 12,958 13,201 - 13,306 - - 13,519 13,004
47 E=0)

AN

L J

AN
E=0

Figura 7: Guia de onda retangular com a condi¢cdo de contorno em x.
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Na Figura 8 apresentam-se os campos elétricos para os modos TEO1, TE11,
TE21 e TE31 supondo a condicdo de contorno nula nas bordas y=0 e y=a conforme

apresentado na Figura 7.

Modo comko=8.95707 hz
Figura 8: Quarto modos de vibracao para caso TE com condicdo de contorno em X

6.2 GUIA DE ONDAS HETEROGENEO COM TRES CAMPOS.

y
A I -
A
g, =1.0 L
2
y
7y
L
2
r  » X

Figura 9: Guia de onda retangular heterogéneo.
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Nesse exemplo, sdo calculadas as frequéncias de corte de um guia de ondas
retangular para o0 modo LSM (longitudinal seccao magnética). O guia € composto de
dois materiais com permissividades elétricas distintas, como mostra a figura 9. As

frequéncias de corte k, desse guia de ondas s&o obtidas utilizando-se 3 campos. Dois

desses campos representam os modos transversais nas direcdes x e y € 0 outro o
modo longitudinal na direcao z. A solugdo numérica desse problema é obtida a partir do
sistema de equacdes 5.46 o qual é reapresentado abaixo:

2 2
L.+l P,

ltlr ltlr ltlr et — kz ngtt 0 et
ﬂ22 S ﬂlz S ez ’ 0 ﬂlzngzz ez
zt 7z
4, H,

onde B B sdo as constantes funcbes da constante de propagacao das ondas A do
guia. Para pi=lep,=0 recaimos no caso do guia de onda homogéneo e para

Bi=FepB.=B recaimos no caso do guia de onda ndo homogéneo. Na interpolagéao
dos campos desse guia de ondas foram utilizados elementos de aresta nos campos

transversais e elementos nodais no campo longitudinal.

Tabela 3: Frequéncia de corte para o modo LSM de guia de onda quadrado com £ =10

k,L
modo HAYATA HELM-  MEF MEF MEF
LSM etal  VEC2 (4R4NE) (100R4NE) (400R4NE)

8.8093 8.8150  8.9100 8.776 8.7735

9.3896  9.4430  9.1738 9.1231 9.1167

10.2752  5.8859  9.6200 9.5001 9.4913

11.1030 6.3083 10.1887 9.8918 9.8562

11.2677  8.1650 - 10.2567 10.2270

11,331  8.6197 - 10.8915 10.8371

12.6686  9.8579 - 11.0987 11.0652

12.8092 8.6162 - 11.2830 11.2249

]
2
3
4
5
6 11.4501 8.1650 - 10.5728 10.5337
7
8
9
0

1 12.9575 1.29997 - 11.3668 11.2966
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As solugdes numéricas obtidas pelo programa MEF sado apresentados na Tabela 3
utilizando elementos finitos retangulares nodais e de aresta (R4NE). Para a
discretizagao do problema utilizou-se um numero variado de elementos: 4, 100 e 400
elementos. Esses resultados sdo comparados as solucbes analiticas obtidas por
(Hayata,1986) e as solugdes numéricas apresentadas pelo programa Helmvec2
desenvolvido por Reddy (1994).

Na Tabela 3 é ainda possivel se observar que a utilizagdo dos elementos retangulares
nodais e de aresta (R4NE) produz valores préximos aos apresentados na literatura e a

medida que se aumenta a discretizagdo, os valores de k,L tendem para a solugéo

analitica.

6.3 FIO QUADRADO 2D

Esse exemplo aborda o caso de um problema magnetostatico com densidade de
corrente. Como se trata de um problema 2D, pode-se utilizar para a solugao tanto uma
formulacdo potencial escalar magnético quanto uma potencial vetor magnético. O

dominio do problema é definido por um condutor quadrado de aresta a=0.02[m]
constituido por um material com permeabilidade u =1.2566366x10"°[H /m] e submetido
a uma densidade de corrente J,=1.0[A/mm*]. Esse condutor é envolvido por um
quadrado de aresta b=0.06[m] constituido de um material ferromagnético com

permeabilidade u =1.2566366x10"[H /m]. Supde-se que o fluxo magnético esta contido
no dominio e que portanto, o potencial vetor € nulo na superficie externa do material
ferromagnético. Na Figura 10 apresentam-se os resultados obtidos pelo programa MEF
para o potencial magnético A utilizando o elemento T3N. No lado esquerdo dessa
figura mostra-se o resultado para uma malha de 72 elementos enquanto no lado direito,
para uma malha mais refinada de 32662 elementos.
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Magnet Petenc.A
0.076217
‘n 067749
0.05928
- 0.050812
£ 0.042343
} 0.033874
| 0.025406

0.016937
0.0084686
0

Magnet Potenc.A
0.060011
l 0.053343
0.046675
0.040007

0.033339
0.026671

0.020004

0.013336
0.0066678
0

Figura 10: Potencial magnético A_em 2D.

Na tabela 4 apresentam-se os resultados obtidos pelo programa MEF para as
formulacdes potencial escalar e vetor utilizando o elemento triangular a 3 nés (T3N).
Esses resultados sdo comparados aqueles obtidos por (A. Bastos, 2003) e pelo
programa comercial Comsol. Avalia-se também a evolu¢do da preciséo dos resultados
com o aumento do numero de elementos T3N usados na discretizacdo, no caso, 72,
306, 7928 e 32662 para o programa MEF e 293 e 36864 elementos para o programa

Comesol.

Tabela 4: Potencial vetor A=(0,0,A, x10%) usando elemento nodal triangular.

Coordenadas Bastos MEF* MEF* MEF* MEF* MEF* Comsol Comsol

(x,y) 72 72 72 306 7928 32662 293 36864

elem elem elem elem elem elem elem elem
(0.01,0.01) 1.5325 15325 1.5425 1.5869 1.5626 1.4863 1.5342 1.5764
(0.02,0.01) 3.0651 3.0649 3.0850 3.0535 3.0134 2.8677 3.0684 3.041
(0.03,0.01) 3.3723 3.3723 3.3960 3.5216 3.5583 3.3908 3.5076 3.5958
(0.01,0.03) 3.3723 3.3723 3.3959 3.5213 3.5587 3.3901 3.5076 3.5958
(0.02,0.03) 7.3598 7.3596 7.4059 7.7976 7.9849 7.6180 7.8938 8.0785
(0.05,0.02) 3.0645 3.0644 3.0493 3.0599 3.0128 2.8668 3.0684 3.041

#*:VAeVA: potencial escalar

#%: VX A®VXA potencial vetor
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E possivel se observar na Tabela 4 que os valores obtidos pelo programa MEF,
com a utilizagdo, tanto de um potencial escalar quanto de um potencial vetor, séo
compativeis com os da literatura (A. Bastos, 2003) bem como com os valores
calculados utilizando o programa comercial Comsol. Pode-se entdo concluir que, para
0s casos em 2D, a utilizacdo de ambos os potenciais produz bons resultados.

6.4 FIO QUADRADO 3D

No modelo tridimensional do fio quadrado foi utilizada a formulagéo potencial vetor total

A=(A, A ,A) com a inclusao do termo de penalizagao definida por Coulomb. Como

explicitado na literatura, esse termo permite uma convergéncia mais rapida na solugao
do problema 3D, via gradiente conjugado, sem no entanto interferir na precisdo dos
resultados. A geometria e o0 potencial vetor sdo discretizados com elementos finitos
tetraédricos a 4 nds. Em todas as faces do fio quadrado sdo impostas a condicao de
que a componente normal da densidade de fluxo B seja nula. Essa condicao € definida
pela equacéo abaixo:

L .
Ia
]
/ 002 0.06
) Y
i I's
/I"I — /é
0.08 1B
I, =-3 02 Rt
! ]“B -
y 008
™ T e g

Figura 11: Fio quadrado Fio e condi¢c6es de contorno.

Bn=0 in T, (6. 1)
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Essa condicao de contorno apresentada na equacao 6.1 pode ser colocada em funcao

do potencial vetor total A pela relacdo expressa na equacao 6.2:

Axn=0 in T, (6. 2)

Esta condigcao implica que para os planos x=0[m] e x=0.06[m], as componentes

do potencial vetor tomam os seguintes valores A = A, =0. Para os planos y=0[m] e
y=0.06[m] o potencial € definido por A, = A_ =0 e finalmente, para os planos z=0[m] e

z=0.06[m] ele toma o seguinte valorA, = A =0.

Os valores do potencial vetor obtidos pelo programa MEF, utilizando uma
discretizacdo de 17648(T4N), sdo apresentados na Tabela 5 para determinadas
coordenadas e sdao comparados aos resultados obtidos pelo programa comercial
Comsol. Esse programa conta com uma variedade de ferramentas para a definicao do
problema de interesse e uma vasta biblioteca de elementos finitos, dentre os quais; os
elementos finitos de aresta, prismaticos, tetraédricos e de fronteira. Para a solucao do
problema, o Comsol é capaz de utilizar varios tipos de elementos e ainda fazer uso da

remalhagem adaptativa no intuito de melhorar a precis&o da solugéo.

Tabela 5: Potencial vetor A= (0,0, A, ><102) usando elemento tetraédrico escalar e vetorial.

Coordenadas COMSOL MEF
(X,Y) 600 elem. Prisméaticos 17648 elem tetraédricos
Z=0 Z=0,03 Z=0,06 Z=0 Z=0,03 Z=0,06

0.001,0.01) 1.6687 1.626 1.6758 1.6918 1.5647 1.6372

0.02,0.01 3.1922 3.156 3.1851  3.1675 3.0876 3.1303

0.03,0.01 3.6274 3.64293 3.615 3.6355 3.5601 3.6193

0.02,0.03 7.9232 7.8897 7.8865 7.8677 7.8628 7.8666

(

( )

( )

(0.01,0.03)  3.6274 3.6032 3.6379 3.6352  3.5457 3.5825
( )

( )

0.05,0.02 3.134 3.2631 3.1766  3.164 3.0975 3.0864
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Na Figura 12 apresenta-se uma imagem do potencial nas secgbes z=0[m],
z=0.03[m] e z=0.06[m] obtida pelo programa MEF e na Figura 13 os resultados obtidos
pelo programa Comsol respectivamente.

Os resultados produzidos tanto pelo programa MEF bem como pelo programa
comercial Comsol sdo compativeis com os da literatura. Observa-se também que o
programa Comsol exigiu uma discretizagdo menos refinada do que a utilizada no
programa MEF para obter resultados préximos aos da literatura. Isso pode ser
justificado pelo fato de que o MEF utiliza elementos tetraédricos menos eficientes que
os prismaticos e que ainda nao disponibiliza o acoplamento com os elementos de
aresta. O programa Comsol ajusta automaticamente a utilizacao de varios tipos de
elementos, dentre eles o elemento de aresta, para melhor satisfazer as condi¢cdes de

contorno nas interfaces entre dois meios diferentes.

6.5 CUBO EM UM CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

O objetivo nesse exemplo é mostrar as diferencas obtidas nas solugdes entre a
formulacdo que leva em consideracdo o termo de penalizacdo de Coulomb e aquela

que nao o leva em consideragao.

Analisa-se aqui 0 caso de um cubo de aco com aresta a e com permeabilidade
1 =10%u,, imerso em um campo magnético homogéneo onde; B, =(0,0,1)[T]e u, e a
permissividade do vacuo. Supdem se que este cubo esteja envolto por outro cubo de
aresta b e constituido de um material com permeabilidade u = u,. A disposicao dos
mesmos, levando em consideracdo a simetria nos planos x=0, y=0 e z=0 é

mostrada na Figura 14 (Preis, 1989).
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Figura 14: cubo homogéneo.

As condicées de contorno para este exemplo numérico sao apresentadas por
Biro (1989) e Kuczmann (2009) e definidas na Tabela 6 onde o campo de inducao

B, =1[T]

magnética é imposto nos planos *=b e ¥ =b

Tabela 6: Condicdes de contorno de (Biro, 1989) para o cubo homogéneo

Plano A =0 A, =0 A =0 Tipo
x=0 livre 0.0 0.0 I,
y=0 0.0 livre 0.0 I,
z=0 Livre livre 0.0 L,
x=b 0.0 +B,b/2 0.0 I,
y=b -B,b/2 0.0 0.0 T,
z=b Livre livre 0.0 L,

Essas condicbes sdo baseadas nas seguintes equacoes:

Bn=0 em I, = Axn=0 em T, (6. 3)

Hxn=0 em T, = A-n=0 em T, (6. 4)
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A solugdo numérica, utilizando o método do gradiente conjugado, chegou a
convergéncia ap6s 326 iteragdes para o caso com o termo de penalizacdo e 1712
interacdes para o caso sem esse termo. A distribuicdo do potencial vetor magnético A
€ apresentada no lado esquerdo da Figura 15 para o caso da formulacao penalizada e,
no lado direito para o caso da formulacdo ndo penalizada. Para a discretizacdo do
problema foram utilizados 170.940 e 234.494 elementos finitos tetraédricos nodais
lineares (T4N).

Contour Fillof Magnet Potenc., Magnet Potenc.

Figura 15: Potencial Magnético Vetor para as formulacoes com e sem o termo de penalizacao de
Coulomb.

Na Figura 16 apresenta-se a evolugdo da densidade de fluxoB, ao longo da
linha y=z=0 e ao longo da linha y=10[mm] e z=0 para a formulacdo com
penalizacao e na Figura 17 o mesmo para a formulagdo sem penalizagdo. Nao obstante
ter sido calculado por formulacdes diferentes, a variavel B_, teoricamente deveria

apresentar valores semelhantes. A partir das figuras supracitadas pode ser observado
que isto ndo acontece. A razao para esse fato é que a penalizacdo pode estar
introduzindo, por pequeno que seja, valores espurios na solugao
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Figura 16: Densidade de fluxo B, ao longo da linha y=2=0 (vermelho e verde) e ao longo da linha
y=10[mm] e z=0 (azul) utilizando a formulacdao com penalizacao.
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Figura 17: Densidade de fluxo B_ ao longo da linha y=2=0 (vermelho e verde) e ao longo da linha
y=10[mm] e z=0 (azul) utilizando a formulacao sem penalizacao.
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No caso do potencial vetor A, como pode ser visto nos lados esquerdo e direito
da Figura 15, ele assume valores diferentes. Isto pode ser explicado pelo fato de que o
potencial vetor magnético, no caso da formulacdo sem penalizagdo, poder assumir

outros valores ja que nao se pode garantir unicidade da solugéo.

— A — Gauge off]|

on__.r"" —— A — Gauge off]
H ——— A — Gauge on —— A — Gauge on
w w
B.TS i A A L ALA 1
T Al,A,z_"l" " Al_A?.‘F
—, 25 -
o= ; i
1.25 b
] '_ :
23 37.5 25 37.5 50

Figura 18: Densidade de fluxo B_ ao longo da linha y=0 e z=0. e ao longo da linha y=10[mm] e 2=0
obtidas por (Kuczmann, 2009).

Na Figura 18 apresentam-se os resultados obtidos por (Kuczmann, 2009) para a
densidade de fluxo magnético. A figura da esquerda apresenta a densidade de fluxo ao
longo da linha y=z=0 e a da direita ao longo da linha y=10[mm] e z=0 para diversos
tipos de formulagdo inclusive a formulacdo do potencial vetor total com e sem
penalizacdo. Comparando esses resultados com os obtidos pelo programa MEF nas
Figura 17 e Figura 18 pode-se observar que as formas de comportamento das curvas
sado semelhantes e que os valores tém pequenas divergéncias ao longo da linha y=z=0
e divergéncias maiores ao longo da linha y=10[mm] e z=0.

Na Figura 19 apresenta-se o potencial vetor magnético na forma vetorial (lado
esquerdo) e na forma de linhas de contorno (lado direito). Na Figura 20 apresenta-se a
densidade do fluxo magnético na forma de preenchimento de contorno suave.
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Display Vectors of Magnet Potenc., [Magnet Potenc| factor 0.15.

Contour Lines of Magnet Potenc., [Magnet.Potenc.

Figura 19: Potencial vetor magnético na forma vetorial e de linhas de contorno

Smooth Contour Fil( Mean)of rotzAat L.

Figura 20: Densidade do fluxo magnético

6.6 COLIMADOR

Nesse Ultimo exemplo apresenta-se um tipico modelo 3D desenvolvido pelo
Instituto de Engenharia Elétrica do Japao (IEEJ) que serviu de ‘benchmark’ numérico
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para varios autores (Nakata,1990). Esse modelo é composto de um nucleo retangular
prismatico de ago envolto por uma bobina de cobre com 457 voltas produzindo uma
forca magneto motriz de F =3.000[Ar]. Uma caixa de protecao magnética feita de aco

envolve todo o modelo. Essa cobertura tem uma espessura de 1,6 [mm]. A
permeabilidade relativa entre o nucleo e a protecdo é assumida ser de u, =1000.

Devido a simetria do modelo, apenas um quarto do modelo é analisado como
apresentado na Figura 21 abaixo.

Edge: Magnetic potential, x component [Whjm]

¥ [/x

Figura 21: Um quarto do colimador.

Desde que a area transversal da bobina é de A. =2500[mm?], a corrente pode

ser calculada através da relacao:

J =A£=1,2><106[A/m2]

c

Para a simulagao da corrente no trecho circular da bobina é suposto que esta
corrente se localiza no plano xy e portanto pode ser decomposta da seguinte forma:
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J=J,+J, :—|J|sin0+|J|cost9

onde & é o angulo medido em relacdo a coordenada x usando como centro de rotacao

o vértice do nucleo de ago quadrado. Definindo esse vértice como (x_,y ) entdo as

coordenadas locais com origem no vértice e o raio de um determinado ponto da bobina

séo dados por:

e portanto:

) y X
sin@=<L, cos@=-"+

r r

c c

As condic¢des de contorno utilizadas aqui sao definidas em funcao da forma que
o campo de densidade magnética B asume. Para os planos x=0, x=b, y=0¢€e y=b>

vale a relagdo B-n=0 (condicdo de contorno I',) pois, ndo se espera que haja

densidade de fluxo magnético normal a estas facetas. Nas facetas z=0 e z=5b néo se
espera que nao haja densidade de fluxo magnético tangencial a estas facetas portanto
Hxn=0 (condigdo de contorno I, ). Estas condigbes de contorno podem ser

traduzidas em funcéo do potencial vetor A na forma apresentada na Tabela 7.

Tabela 7: CondicGes de contorno para o colimador.

Plano A, =0 A =0 A =0 Tipo
x=0 0.0 livre livre I,
y=0 livre 0.0 livre T,
z=0 livre livre 0.0 r,
x=b 0.0 livre livre r,
y=>b livre 0.0 livre T,
z=b livre livre 0.0 r,
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Na Figura 23 apresentam-se as discretizagées em elementos finitos tetraédricos nodais
(T4N) usadas para a malha A, B e C com respectivamente 171.509, 394.341 e 240.277
elementos. A distribuicdo do potencial vetor magnético.

Figura 22: Discretizac6es em elementos finitos T4N para as malhas A, B e C respectivamente.

|Magnet.Potenc.|
0.0039918

l 0.0035483
0.0031047
0.0026612
0.002177

[ 0.0017741

0.0013306
0.00088707
0.00044353

[

CGontour Fill of Magnet. Patenc., [Magnet Potenc.|.

Display Vectors of [Magnet.Potenc.| fai

Figura 23: Potencial vetor magnético correspondente a malha C.
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Figura 24: Representacéo de preenchimento de contorno para B, com as malhas Be C

A distribuicéo da densidade de fluxo magnético B, para as malhas B e C é apresentada

na Figura 24. A diferenca entre essas distribuicées, apesar do numero elevado de
elementos, mostra a necessidade de utilizacdo de uma remalhagem adaptativa de
elementos finitos, como apresentado no anexo B, no intuito de homogeneizar o erro e

de se obter uma convergéncia mais direta para os resultados analiticos.

Na Tabela 8 sdo apresentados os valores das densidades dos fluxos magnéticos
B_ obtidos pelo programa MEF utilizando a formulagdo com penalizagdo e varias
malhas de elementos finitos. Para a malha C também sao apresentados os valores de
B_ para a formulagdo sem penalizagdo. Verifica-se que os resultados apresentados
pelo programa MEF tem boa concordancia com os resultados apresentados por
(Nakata, 1990) e outros na forma experimental e por simulacdo e (Batalha,1995).
Novamente verifica-se também que a utilizacdo da penalizagdo traz alguma mudanca

nos valores do fluxo.



Tabela 8: Comparacéo da densidade de fluxo magnético B,

90

Coordenadas Densidade de Fluxo [Gauss]

[mm] Nakata Batalha | MEF com penalizacdo | MEF sem
penalizagdo

X y z medido calculado Malha Malha Malha  Malha C

A B C

0. 0. 110. 240.0 237.0 2319 2315 2425 2295 247.0
40. 0. 110. 298.1 287.0 280.2 2825 299.0 276.2 297.3
40. 40. 110. 355. 335.7 326.9 320.0 332.0 317.0 341.5
0. 0. 190. 109.0 - 1276 116.0 123.1 116.0 129.5
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CONCLUSAO

Essa dissertacdo representa o passo inicial para a implantacdo de uma
infraestrutura computacional para o célculo de campos eletromagnéticos e trajetérias de
particulas. O célculo em questao, é de fundamental importancia dentro das pespectivas
dos reatores de quarta geracdo. Isso porque, entre esses reatores estdo aqueles
refrigerados a metais liquidos. Portanto, faz-se necessario um instrumento de célculo de
campos eletromagnéticos capaz de modelar tais campos com certa precisdo. Nesse
sentido, o objetivo desse trabalho é iniciar a construcdo desse instrumento de célculo,
utilizando para tanto o método dos elementos finitos. Especificamente, as andlises para
os calculos de ondas apresentados aqui tem o objetivo Unico de averiguar a precisao do
elemento de aresta como uma etapa dos macro objetivos ja descritos.

Em relacdo a isso, a solucdo numérica de guias de onda, pelo método dos
elementos finitos, apresenta problemas que surgem em funcdo do mau
condicionamento das matrizes oriundas da discretizagdo. Apesar desse mau
condicionamento, foi possivel constatar que para o caso 2D e utilizando dois ou trés
campos, tanto o elemento finito nodal quanto o de aresta ou a mistura dos dois
produziram bons resultados para os problemas propostos.

Embora nesse trabalho nao tenham sido tratados problemas eletrostaticos, esses
nao apresentam grandes dificuldades na obtengdo de uma solu¢gdo numérica via o
método dos elementos finitos tanto para a formulagao escalar quanto a vetorial. O caso
de problemas magnetostaticos em geometrias 2D também ndo apresentam grandes
dificuldades. O mesmo nao acontece para 0s problemas magnetostaticos em
geometrias 3D. Nesse caso, o problema recai na dificuldade de se criar um campo
eletromagnético que seja livre divergente e que nas interfaces entre materiais diferentes

as condi¢cdes de contorno sejam satisfeitas.
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Como era de se esperar, para 0s casos de problemas magnetostaticos em
geometrias 2D, os resultados nao apresentam divergéncias acentuadas. Mesmo se
tratando de um campo em um meio ndo homogéneo, os resultados foram satisfatorios
com o uso de elemento finito nodal. Esse mesmo exemplo em geometrias 3D é mais
bem modelado com uma mistura de elementos nodais e de aresta como afirmam certos
autores. Essa mistura permite tratar melhor os problemas eletromagnéticos nas
interfaces entre materiais diferentes. Esse trabalho mostra que a utilizagao somente de
elementos finitos nodais apresenta bons resultados, no que pese o custo computacional
elevado ja que é exigido uma malha relativamente refinada de elementos finitos nodais.
Esse comportamento em relagdo a solugéo é verificado tanto para o cubo em campo
homogéneo como para o colimador. Portanto, para os problemas em geometrias 3D e
materiais ndo homogéneos, a utilizagao do elemento finito de aresta, como apresentado
na literatura, € de grande utilidade na solugdo de problemas magnetostaticos

principalmente no que se refere ao custo computacional.

Nessa busca por resultados mais precisos, a utilizagdo da remalhagem
adaptativa bem como dos elementos de arestas séo alternativas validas. No caso da
primeira opgao é fundamental que sejam utilizados indicadores de erro adequados ao
problema cuja solugéo é almejada. Como foi visto anteriormente, cada indicador de erro
apresenta um comportamento distinto frente ao mesmo problema. Devido as
peculiaridade de cada problema, a utilizagdo da remalhagem adaptativa ou dos
elementos de arestas, por si s6, ndo sdo capazes de contornar todas as dificuldades
envolvidas na solugdo de problemas magnetostaticos.
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SUGESTAO PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestbes para dar prosseguimento as implementacdes realizadas podemos

enumerar as seguintes evolugoes:

utilizacdo do elemento de aresta em geometrias 2D para o calculo de campos

eletromagnéticos,

implementacdo de um elementos finito de aresta para geometrias 3D e sua utilizacéo
para o calculo de campos eletromagnéticos,

utilizagdo concomitante de elementos nodais e de aresta em geometrias 2D e 3D para o

célculo de campos eletromagnéticos,

implementacdo de remalhagem adaptativa em 3D com o intuito de homogeneizar o erro

envolvido no céalculo dos campos eletromagnéticos em 3D e

desenvolvimento e implementagdo de remalhagem adaptativa em elementos finitos de

aresta para geometrias 2D e 3D.
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8 ANEXOS A: DISCRETIZACAO COM ELEMENTOS
FINITOS

8.1 DISCRETIZACAO COM ELEMENTOS TRIANGULARES NODAIS

Figura 25: Elemento finito triangular.

Considerando apenas as fun¢des de interpolagéo lineares dadas por:

¢o=a+bx+cy (8. 1)

Onde ¢ é fungao potencial escalar que satisfaz a relagdo acima nos trés pontos nodais.

@ =a+bx, +cy, (8.2)

@, =a+bx, +cy, (8.3)

@, =a+bx, +cy, (8. 4)
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Sendo x, e y, as coordenadas dos vértices do triangulo e ¢ o valor da fungdo em cada

vértice. Entdo temos que a funcao ¢ pode se escrita por:

3
¢=Z¢,-f,«(x, y) (8.5)
1
f,-(X,)’):ﬂ(a,-*‘b,-X"‘C,-y) (8 6)
11 X »
AZEI X, Y, (8.7)
L ox,

onde: a, =x;y, —xy;, b

1

=y,= Y, ¢=x.—x, € i j,k satisfazem uma permutagao

ciclicade 1,...,3.

8.1.1 Discretizacao em termos de coordenadas naturais

1 ¢

Figura 26: Elemento finito triangular de lado unitario em termos das coordenadas naturais e n.

Considerando a interpolacdo anteriormente descrita no inicio de 8.1 e a figura 26,
as equacodes 8.2, 8.3, e 8.4 podem ser expressas respectivamente como:
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N,(&m=1-&-n (8. 8)
N,(&m=¢ (8. 9)

Portanto N,+N,N, =1

8.2 DISCRETIZACAO COM ELEMENTO FINITO TRIANGULAR DE
ARESTA

Para este tipo de elemento, as funcdes de interpolacdo ndo sao definidas através dos
nds como anteriormente, mas sim através dos lados. Uma representagdao genérica para
0 mesmo pode ser dada na figura abaixo.

Figura 27: Elemento finito triangular de aresta.

De acordo com a definicdo, as bases para o elemento vetorial triangular sdo dadas por:

W, =1, (f;Vf; = ;Y1) (8. 11)
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onde [/, € o comprimento da aresta ij e f;, € a fungdo definida pela equagao 8.6 no n

i. Entdo, de acordo com as equacdes 8.6, 5.11 e com a Figura 27, e levando em
consideracao que a aresta 1 do elemento é definida por ij =12, a aresta 2 por ij =23 e

a aresta 3 por ij =31 pode-se escrever que:

Wo =W, =LV, [, =LV ) (8. 12)
Wy =W, =L, (V. =V, [o) (8. 13)
Wy =W, =LV, i = £V, f3) (8. 14)

Portanto, para a discretizagdo de um campo vetorial A qualquer, utilizando esse

elemento triangular de aresta é:

3
A= Z,-=1 aWw, (8. 15)

8.3 DISCRETIZACAO COM ELEMENTO FINITO RETANGULAR
NODAL

Apresentaremos aqui unicamente o elemento linear a 4 nés. Uma representagao
genérica desse elemento é dado naFigura 28. As fungbes de base desses elementos ja

sao bastante conhecidas e sdo dadas abaixo:
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Figura 28: Elemento finito retangular nodal.

1 ! [,
N , = — +—x— +;\_
(x5, y) m (x, 5 x)(y, 5 y)

L
¥

x"y

lx ly
(x—x, +E)(yc +=-y)

Nz(x,Y): 2

NG y) = —— (e + )y — g+ )
R N A S

1 l ,
N,(x,y)=—x +=-x)(y—y, +=
2(x ) lxly( <t (Y =Y. 2)
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(8. 16)

(8. 17)

(8. 18)

(8. 19)

Onde (x,, y,) s@o as coordenadas do baricentro do retangulo e /.1, s&o o comprimento

das arestas do retangulo nas dire¢des (x, y) respectivamente. Portanto, a discretizagao

de uma determinada fungao escalar ¢(x,y), utilizando esse tipo de elemento € da

forma:

¢(x,y) = iﬂNi

(8. 20)
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8.4 DISCRETIZACAO UTILIZANDO ELEMENTO RETANGULAR DE
ARESTA

! >
Evi Y lado 2 -z, ve) lado 4 Ey2 Iy e (Exi+Ex2 )2

! lado 1

Exl

Figura 29: Elemento finito vetor retangular. (G. Pan, 2006)

Apresenta-se de uma forma esquemaética na Figura 29 o elemento finito retangular de
aresta com os comprimentos das arestas definidas por /. e [, nas diregbes xey
respectivamente e coordenadas do seu centro geométrico por (x.,y.). A dedugéo das

funcbes de base para esse elemento pode ser obtida da relagdo abaixo equacionada,

por semelhanca de triangulos (G. Pan, 2006):

Ex2 _Exl — Ex _(Exl _Ex2)/2
L Y=Y,

(8.21)

Considerando-se a definicao dos vetores no retangulo da Figura 30 abaixo, as seguinte

base podem ser estabelecidas para o elemento em questao:

L3

L1

Figura 30: Elemento finito retangular vetorial.
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1 N -

N,(y) =l—(yc +5}— y)x (8. 22)
;
1 I -

Nz(x)=l—(x—xc+3”‘)y (8. 23)
1 [ -

Ny () =—(=y +>)x (8. 24)
I 2
1 I~

N,(x) :l_(xc +E_x)y (8. 25)

X

Assim sendo, a discretizagdo de um campo vetorial A, tem para suas componentes a

seguinte forma:

A—l(y o A +l(y y+ly)A (8. 26)
x 5 e T T xl T T Ve TS A2 .
IR L 2

R I L
Ay _l—(xc +E—X)Ay1 +l—(x—xc +E)Ay2 (8 27)

X X

Verifica-se que a componente horizontal A, €& funcdo somente de y e que a

componente vertical A, € fungdo somente de x.
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9 ANEXO B: REMALHAGEM ADAPTATIVA

Apresentam-se nesse anexo, trés estimadores de erros implementados no
programa MEF. Esses estimadores fornecem uma razdo de redugéo da area ou volume
do elemento com o intuito principal de homogeneizar o erro no dominio do problema.
Essa remalhagem € realizada por programas livres externos, TRIANGLE (2D) e
TETGEN(3D) controlados pelo MEF que através de arquivos indicam o fator de redugao

da area (2D) ou do volume (3D) respectivamente.

9.1.1 Continuidade da densidade de fluxo magnético

O primeiro indicador de erro é baseado na premissa de que o fluxo magnético é

continuo nas interfaces entre elementos. Definida uma densidade de fluxo magnético
real B, sejam entdo B=VxA uma aproximacao de B derivada do potencial vetor A

A
discretizado em elementos finitos e B° uma melhor aproximacdo de B que B. B® é

uma aproximagéo feita considerando os B; como sendo os fluxos em cada né dos

elementos finitos. Entdo, uma expresséo para B* pode ser dada como:

onde n € o numero de nés do elemento finito escolhido. A diferenca entre as duas

aproximacgoes de B resulta em uma medida de erro ¢, ou seja:
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(9.2)

Convém ressaltar que esse indicador de erro foi utilizado apenas em 2D com elementos

triangulares. O exemplo do fio quadrado 2D é mostrado na Figura 33.

9.1.2 Continuidade das segundas derivadas do potencial magnético

Esse estimador de erro foi proposto por (L.Lebnstajn et al, 1995). Considerando
o fato de que a expressdo B = Vx A fornece a primeira derivada surge a questao: como
calcular a segunda derivada de funcdes para as quais a primeira derivada é nula? Uma
das alternativas é calcular a densidade de fluxo magnético B, em um ponto x, pela
média aritmética dos fluxos desenvolvidos nos elementos vizinhos ao entorno do ponto

considerado. Portanto, o célculo da segunda derivada que é nula no caso dos

elementos finitos lineares (C°), pode ser aproximado por:

B(x) :Zi (9.3)

e=l

<

onde n, representa o numero de elementos vizinhos no entorno de x.

Figura 31: Fluxo magnético médio em torno de um noé.
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Entao partindo dos valores nodais da densidade de fluxo magnético, uma interpolacao

linear é definida sob o dominio elementar Q,. Esta mesma interpolagéo fornece uma

aproximacao para o calculo da segunda derivada do potencial vetor A:

B = ZN,.B,. (9.4)
i=1

Onde 7 corresponde ao nimero de nés do dominio elementar Q,, B, ={B),B’,B;} € 0

e

vetor das componentes da densidade de fluxo magnético associado ao elemento e e

N. sé&o as fungbes de interpolag¢ao.

Segundo os autores citados no inicio desse item, e de acordo com uma interpolagcédo
polinomial devida a Dhatt e Touzot, uma funcao erro para as segundas derivadas é

proporcional a relacao:

e=1> mdx 2

1 9%°A _9°A 9*A
e 9%x " 9xdy 9y’

Onde I, =mdx(l,,l,ly) e [, corresponde aos lados de um tridngulo ligado pelos

max
vértices i, j. Portanto, as segundas derivadas do potencial A podem ser expressas

em termos dessa férmula como nas relagdes abaixo:

A R
azx _;NDCB!' (96)
A X .
ayz _ZNini (97)
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De posse dessas relagdes, o erro pode ser calculado e consequentemente o fator de

redugéo r, para a area dos elementos:

r,=("-¢e)le (9.9)

9.1.3 Continuidade na forca magneto motriz

O terceiro estimador de erro apresentado nesse trabalho foi desenvolvido
também por Lebenstajn e Cardoso. Ele é baseado na premissa que a componente
tangencial do campo magnético deve ser continua. Uma medida da componente
tangencial do campo magnético pode ser dada pelo calculo da forga magneto motriz em
cada aresta do elemento. A diferenca dessas grandezas inter-elementos pode ser
calculada propiciando calcular o erro envolvido na solugdo numérica relativa a
componente tangencial do campo magnético. Como dito anteriormente, esse erro €
devido ao fato de que certas condi¢cées ndo sdo completamente satisfeitas pela solugéo

numérica. Seja entdo, a forga magneto motriz definida em cada elemento calculada por:

Figura 32: Representacao das forcas.
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Je=|(H, —H, | (9.10)

onde os indices i, j=1,2; 2,3 e 3,1 representam o0s nds do elemento em ordem de

alocacao ciclica. Define-se entdo, um estimador de erro pela expressao:

e=y"L (9.11)

Segundo (Cristiano T.Vieira, 2011), todos esses estimadores de erro, satisfazem
as leis de Gauss e de Ampere. Entretanto, cada um apresenta um determinado
comportamento de acordo com o problema proposto. Ou seja, cada um destes atua de
maneira diferente num mesmo problema. Esse comportamento fica mais claro
observando a figura abaixo onde sdo apresentadas as remalhagens adaptativa para
dois indicadores de erro para 0 mesmo problema: o do fio quadrado em 2D.

vl
-

LN
¥

]
K
&
K
)
o
5

Figura 33: malha adaptativa para: 1-indicador de erro baseado na continuidade da densidade de
fluxo e 2-indicador de erro baseado na continuidade da forca magneto motriz.
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9.1.4 Observacoes:

Se por um lado a remalhagem adaptativa homogeneiza o erro no dominio do
problema, por outro, dependendo do indicador, ele pode concentrar elementos
indiscriminadamente em regides onde se quer satisfazer certas propriedade e que
devido as limitagdes das interpolagdes essa melhoria em certo nivel, ndo é factivel.
Pode-se citar o caso, de se utilizar um elemento nodal para a discretizagdo do dominio
e se querer reduzir a malha até que a condi¢do de continuidade do campo magnético
nas interfaces dos elementos seja satisfeita. Nesse caso, pode acontecer que um outro
indicador de erro consiga obter, mais rapidamente, melhores resultados. Devemos
alertar para o fato de que, embora a remalhagem excessiva talvez seja desnecesséria e
que o custo computacional talvez se eleve, os resultados sempre caminhardo no

sentido da solucao exata.



