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M4×4

D4×4

4× 4

M4×4 = 4× 2 + 3× 8 + 4× 4 = 48.



M4×4

N
4

M4×4 D4×4

D4×4 = M4×4 × N

4
= 12N.

N

M1×16

D1×16

M1×16 = 2× 1 + 14× 2 = 30.
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� ���������� �� ���� �� �������� ������� �� � ������� � ������ �� �������

��������!����� ���� ����� � �"����� ������� ���������� �� #� �$����� � �"�����

�� #� �$���� � ������� ����� �� �������� ��� ������� �� %��&�� #� �$���� �����

������ �������� ��� ����� � ������ ���'����� ���� �"����� �� �����(���� )*�+� ,�

(�-���� � ���������� �� ���� � ������ ���� ����� ��� ����� �� Liouville−Neumann

������ �� ���� . ���� ��� � ������� �� ����'� � ��������� �� (��� ��� )/0+� 1

���� ���� ��� ��� �(��������� . (����� �� ������ (�������� � ���� (�� *�	�

I(x) = Ioe
−Σax 2��0�3

*0
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	 ������ ��
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	��� ��
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 ��	 ��	 � 
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� ��
����	� 	 �� ���
�� 	� �������� 	 
	 �������� �����
 ��	��� ��
 x 	 y� 	

��
	
 �	� 
�
	��
�� 	
 �
� 	����!� 
��	�	����� " 
��� ����#�	��� $	�� u(x, y, t) �

����!� 
	 
���������!� 
	 �	
�	������ �� ����� (x, y) 	 �� �������	 t� ��
	 (x, y) ∈
{(x, y) ∈ R

2|0 < x < a 	 0 < y < b)}� �	��	 ���� � �����!� 
� �����	
� �	
 � ���
�


� 	����!� 
� %�����

ut = (k(x, y)ux)x + (k(x, y)uy)y + ψ &'�()*

+�
	 k(x, y) � � ��	���	��	 
	 
����!� ��	 ��
	 ������ ��
 x 	 y 	 ψ(x, y, t) � �

�	�
� 
	 ����	� ��
�� ����� ��	 �� ���
�� 	� 
	 �������� 	 � �	�
� 
	 ����	 �!�

��
	�	�
	��	� 
� �	
�� 	 ��
�� 	�������� � �����!� ���� � �����	
� 	�������#����

��
�� ����� ���
� ��	 k(x, y) = 1 	 �������� 
	 '�() �	
���

(k(x, y)ux)x + (k(x, y)uy)y = −ψ &'�(,*

-	��
���
� �������� 	� 
�����
 ��
 ���
�� 	� 
	 �������� 
	 -������	�� ���

����� ��
�� �	 ψ(x, y, t) = 0� � ���
�
�� �������� 	� ��������

.�
	
�� ���	���� ��
��
 ��	 �	 ����	��	 �
 �	�
� 
	 
�������!� 
	 �����

������������ " �����!� (x, y) � 	����!� 
� %���� �	��� 
�
� ����

(k(x, y)ux)x + (k(x, y)uy)y + νuy)y = −ψ &'�(/*
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�
� 
	 ������� 	� ����������
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(k(x, y)ux)x + (k(x, y)uy)y = 0 ������
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 �����
�	 � ����
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	 �
�� ����
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�
�	 u : I → R ��	 ������ 

���
	 �� ���
��	�� 	�
��� I� �������
� 

���	
	�



 ��
	� 	� ��

�� 
� x0 ∈ I�  ���� ��	 ����
 

 ���!���	� � 
	
	 ����

T (x) =
∞∑

k=0

u(k)(x0)

k!
(x− x0)

k ����"�

� �#	�	
	 

 ����� �� ��	
�� 

 u �
���	
	 
� x0� �
 
�
��	���� �� 
��
�
�$

��	��� �
��� 	 �
��� 

 T (x) ���
�
��� %�
 T (k)(x0) = f (k)(x0)� 
 ����	��� �
���

%�
 T � ��	 	���&��	��� 

 u �	�
	
	 �	� 

���	
	� 

 u �� ����� x0� '����

��

��� 
���
�
��

u(x) = u(x0) +
∞∑

k=1

u(k)(x0)

k!
(x− x0)

k ����(�

u(x)− u(x0) = (x− x0)u
′(x0) +

(x− x0)

2
u′′(x0) + O(h2) ����)�

��

 O(h2) �
��
�
��	 � 
��� �
�	���� 	� �����	�
��� 
	 ����
� *	+
�
� (x−x0) = h

�
��� %�
�

u′+(x0) = lim
h→0

u(x0 + h)− u(x0)

h
����,�

u′−(x0) = lim
h→0

u(x0)− u(x0 − h)

h
������

' 	���&��	��� �
���	
	 ��� 
- 

 ���, 
 ����

u′(x0) =
u(x0 + h)− u(x0 − h)

2h
������

..



� �������� �� 2a ����	 �� u


u′′+(x0) = lim
h→0

u′(x0 + h)− u′(x0)

h

=
1

h
[
u(x0 + 2h)− u(x0)

2h
− u(x0 + h) + u(x0 − h)

2h
] ��
���

u′′−(x0) = lim
h→0

u′(x0)− u′(x0 − h)

h

=
1

h
[
u(x0 + h)− u(x0 − h)

2h
− u(x0) + u(x0 − 2h)

2h
] ��
���

��	���� �� ���������� ��������� �	 �
�� � �
�� ��	��


u′′0(x0) =
[u(x0 − h)− 2u(x0 + u(x0 + h)]

h2
−O(h2) ��
���

� �������� � ������� �
�� ����� �	 �����	� �� ���������� ��������� �	 �	�

��	�����
 � �� !�	� ����� �������� �	 ��������� �����"� �� �	� �!������ �	 �"���

�� ��#$�� �	 ���� ��	���%�� � 	��	� �����	� �� ���������� ��������� �� 2a ����	


�	 ���	�� &���	��������� ��	�� ��� �
'� " ���� ��� (��)


1

δx2
[ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j] +

1

δy2
[ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1] = ψi,j ��
�*�

+�	�� ����� ��� δx = δy = h
 � ��� ���� �	 h ��������� ������� � ���� ��

������	���� O(h2) ����� , ��� �	 �-	��� 	���� �������. $�/� �� �
�*


1

h2
[ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j] = ψi,j ��
�0�

��	�	�� �	 ���� ���������� ������	�
 ����������� �� ������ (xi, yj) ���� xi = ih =

yj


h =
1

m + 1

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

i = 1 . . . m

j = 1 . . . m

��
�1�

��



∴ ui,j =
[ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − ψi,jh

2]

4

ui,j =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 i = 0, ∀j

100 j = 0 j = m i = m

(xi, yj)

f ≡ 0

ui,j =
(ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1)

4
, i = 0 . . . m j = 0 . . . m

M ρ(M) = max
i=1,...,n

|λi|
λ1, . . . , λn M
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M � QM(x) > 0,∀x 
= 0� ���� 
 ��	��
����� 
 ����� �	�� ��M 
 	�
 �
����

�
� �	� M = MT ����� M 
 �������
 ������
 �� � ������� �� xT Mx > 0∀x 
= 0� �	


���
 �	� ����� �� ��	� 
	���
����� ���
� ����������

�������� ��
 �
���� M 
 ���
 ������������ 	��
���� 	�������� ��� �
�
 ���
�
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���
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 ��� ���	��� �� ����� �� ���
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�	��
 ����
 �	 ���	�
�  
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������
������ 
 �
���� M 
 �� ��
���
� �����
��� ���

|ai,i| >
∑
i�=j

|ai,j| ∀ai,j !"�#"$

% ��	
&�� "�#' ��� ������� 	� ������
 �� ��	
&(�� ����
��� ��� m2 ��������
�

� 	�
 �
���� A �	
��
�
 
�����
�
 
� ���)���
 �� �
�
��� m2 ×m2� ���
 ����	�
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 �� )����� �� 
����� ��� 
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&�� �
 �
���� "�*�

 
���� "�*+  
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A =
1

h2
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⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T I

I T I

I T I
� � � � � � � � �

I T

⎞
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% �
���� �� )����� "�* 
 ���-��
���
�� ���
��
 � ��
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T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−4 1

1 −4 1

1 −4 1
� � � � � � � � �

1 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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�������#�� ������ � $
��������� � ���%��� � �
�����
 $
������ �����

&'����� �������� �������� �� ���
���� 
 ��
(���� Au = b� ����
 �
� ���
�
�

��������)���$
� $
�
 �� ���
��#*�� +, 
� -. 
� ����� 
 ���
�
 �� /����0 �����


�
� ���
�
� ��������
�� ������ 
� ����� �
���
� �����$�� 
 ��
$�������
 ��������


�� 1�$
(� ��2�� 
 ���
�
 �
 ��������� $
�3����
 ��4� 
� ����� 
 ���
�
 �� /����5

6����� ��7�0 � �
��
 ���(��8
 ���% �
$��
 �� ����������� ���� 9����
�

����� � ����	� 	
 ��
����
�	
�

: ���
�
 �� /����56����� � �� ���
����
 ��������
 ��� �
� ���
'��� �� �
��#;


�
 ��
(���� Ax = b � $
������ ���$��������� �
( � �
��� �����$���� �� ��$
�8��

��� ������ D $
�
 � ����
��� �� A� <�����
 D − A = −(L + U) 
��� L �

U �������� �������� ������������ ������������ ������
� � ������
� �����$����������

=���� ��$
��
��#;
 ���
�
� ��� D � ��� ������ ������)���� 
 ��� �����$� ��� 
�

���� �������
� ����
���� ��3�� �
�
� ���������� �� ���
� >��
 ����� �������
 ��

����
��� ��3� ���
 �����
� ����� ��� ��
$� ���
������ �� ���8�� �� �
�
 ��� �
�
�


� �������
� �� ����
��� �� A ��3�� ���������� �� ���
� ������ $
�
 D � ������)����

D−1Au = D−1f

= D−1(L + U)u + D−1Du = D−1f

= D−1(L + U)u + Iu = D−1f  	���"

�7



Iu = D−1f −D−1(L + U)u ������

u = D−1f −D−1Lu−D−1Uu ������

� 	
��
���
��� ��

����� �
 �������
��
� �������
 
�� �	�� ��	
���
 ��� ����

����� ������� u(0) �� ����
��� ��	�
 ��
 � �
� 
���� uk����
 k ∈ N� �
!� ����

"
��



 �����
!� 	�
� �� 	���� #$�% �
��
 ���� � ������� u(k+1) & ��� ��
�

uk+1 = D−1f −D−1Luk+1 − Uuk ����'�

(�� 
� ����� 	
�)�
�� f ≡ 0 
�����

uk+1 = −D−1Luk+1 − Uuk ����*�

u
(k+1)
i,j = −

i−1∑
j=1

ai,ju
(k+1)
j +

n∑
j=i+1

ai,ju
(k)
j

ai,i

����+�

����� ����	
� �
 ���


,�� ��-���
 �	
�.������ �� ����

"/���� 
 �� 


� ��������� � �	
�$������ ��

������� 	
�� �&���� �
 �������
��
� 	��
 �

 
�����
��� 
� 0��1 
 0��1� 2����� �


������� e ∈ R
m� ���
 m ∈ N 
 e(k) & � �
��
 ��������� �� 


� 
� ��� 3�&����

��

���� 
�����

e(k+1) = u(k+1) − u(k) = D−1(L + U)(u(k) − u(k−1)) = D−1(L + U)e(k) ����4�

5���� �6���
 B = D−1(L + U) 
 
�����

�+



e(k+1) = Be(k) = B(k+1)e(0). ������

� �	
��
� ���� ��� �� � ����� ��������� ���� � ����
�� �� ����� �� ����
� �

����
�� �� ������� ������� � ���� �����
�� ���� � ���
�� �� ��������� ���� ����

ui,j ����� ��
 ����� �� ������
� k � � ���
����� �
 �� ��

E = max{|u(k+1)
i,j − u

(k)
i,j |;∀i,∀j}. ����!�

����� ����	��
 �� �

�����
���

������� ��	�
 � lim
k→∞

‖Bk‖ = 0 �� � �	
���� �� 	 ���	 ��
������ �� 
����� B� ���

���	��
	� 
	� ρ(B)� � 
��	� �	 ��� ��

������� ��	�	 �� �
� 
����� M � �������
���� ����	��� �	
������ ����	�

|ai,i| >
∑

i�=j |ai,j|,∀i = 1, . . . , n� ����	 ∀x0 	 ���	����
	 �� ������������ �	������


��� � �	����	 �	 �����
� Au = b�

" �����#���� �� $�
��%&����� �������� �� lim
k→∞

‖e(k)‖ = 0 ⇔ lim
k→∞

‖Bk‖ = 0

� ���
�� �������������� �� ���������� ��	'������ � �������� �� �(�����

����� � ���
����
� �
 �	�
�
 �� ������������

� �
������� ���������
 �� �����������


)���� ���� � �������� ��������� �� ��
���*��
� ( ��	'������� ���������� ��� ���%

�������� � �� ������� �� �����*��%�� � ��
���*��
� ��� ����������� �� ����� uk+1
i,j

�
�� ����������� ������
�� � ����
���
� 
����*� ���
��� �����������  � ��
���*�%

��� �� ������
� ��
�� ui+1,j � ui,j+1� � �
� ��
���*���� �� ������
� �������� ui,j−1 �

ui−1,j�

�+



������� u0 ∈ R
NX×NY

� �����	� 
� ��
�	������

�� �����	� 
� ���
�� 
� �	�
 �� �	
���
��

�� �����	� 
� ���
�� 
� �	�
 �� ��������

��� k � � 
� � ��

��� i � � 
� �� ��

��� j � � 
� �� ��

u
(k+1)
i,j = 1

4 [u(k)
i−1,j + u

(k+1)
i+1,j + u

(k)
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