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Neste trabalho, nés desenvolvemos um método de aproximacdo polinomial para obtermos as
funcdes de transferéncia que aparecem nas equagdes auxiliares do método SGF para
problemas monoenergéticos com espalhamento linearmente anisotrépico em geometria
Cartesiana unidimensional. Para isto, utilizamos os polindmios de Lagrange para comparar os
resultados numéricos com aqueles gerados pelo método SGF analitico aplicado a problemas
Sx em dominios heterogéneos. Este trabalho € um estudo preliminar para um novo proposito,
que € a aproximagdo das exponenciais que aparecem nos termos de fuga transversal do
método ExpN-SGF.
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In this work we evaluate polynomial approximations to obtain the transfer functions that
appear in SGF auxiliary equations (Green’s Functions) for monoenergetic linearly anisotropic
scattering Sy equations in one-dimensional Cartesian geometry. For this task we use
Lagrange Polynomials in order to compare the numerical results with the ones generated by
the standard SGF method applied to Sy problems in heterogeneous domains. This work is a
preliminary investigation of a new proposal for handling the transverse leakage terms that
appear in the transverse-integrated one-dimensional Sy equations when we use the SGF —
exponential nodal method (SGF-ExpN) in multidimensional rectangular geometry.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O comportamento fisico da migracdo de particulas neutras (f6tons e néutrons) em dado
meio material é de interesse em diversas aplicacOes cientificas, como por exemplo:
distribui¢ao da populacio de néutrons no interior do nucleo de um reator nuclear, em protecdo
radioldgica, medicina nuclear, entre outras.

O desenvolvimento de modelos para problemas de migracdo de néutrons num meio,
considerando a probabilidade da interacdo com os nucleos dos dtomos, constitui a modelagem
fisica do fendmeno de transporte de néutrons. Em seguida utilizam-se modelos mateméticos
para modelagem computacional da distribuicdo dos néutrons num dado dominio de interesse.
A modelagem segue, em geral, duas abordagens distintas: a abordagem probabilistica e a
abordagem deterministica.

Na abordagem probabilistica cujo interesse € resolver o problema exato de forma
aproximada, citamos aqui o método de Monte Carlo (Hauser, 2002), e na abordagem
deterministica, cujo objetivo € resolver de forma exata um problema aproximado, estdo
incluidos, por exemplo, o método de ordenadas discretas (Sx), os métodos integrais e 0s
métodos de elementos finitos.

A conjuntura da modelagem computacional pela abordagem deterministica é
tradicionalmente inicializada pela equacao de transporte de néutrons. Essa equagao originou-
se da lineariza¢do da equacdo de Boltzmann (Lewis e Miller, 1984; Bell e Glasstone, 1985)

aplicada a teoria cinética dos gases. A equacdo de transporte de néutrons representa um

balanco matemaético entre a producdo e a perda de néutrons no interior de um elemento de



volume convexo, sendo uma equacdo integro-diferencial parcial de primeira ordem, que em
sua forma mais geral possui sete varidveis independentes: trés varidveis espaciais, duas
varidveis angulares, uma varidvel energética e a varidvel temporal.

A solucdo analitica da equagdo do transporte pode ser obtida para casos muito simples,
com pouco valor pratico (Case e Zweifel, 1967). Entretanto, solu¢des numéricas podem ser
geradas para problemas aproximados, com algum esfor¢co computacional, necessitando de
formulacdes simplificadas. Nos métodos numéricos as varidveis independentes sdo
discretizadas e um sistema de equacdes lineares e algébricas resultante € resolvido, em geral,
usando esquemas iterativos.

A varidvel energética pode ser tratada pela discretizacdo multigrupo de energia ou pela
aproximacao monoenergética, isto €, independente da energia. A varidvel angular pode ser
tratada pela aproximacgdo da difusdo, por harmdnicos esféricos ou por ordenadas discretas,
conhecidas na literatura como equacgdes Sn. Apds o tratamento da varidvel angular deriva-se o
tratamento da varidvel espacial, que podera ser discretizada por métodos de malha fina (em
geral o método Diamond Difference) (Lewis e Miller, 1984), por elementos finitos ou por
métodos de malha grossa, em geral, os métodos nodais (Walters, 1986).

Especificamente, a formulacdo Sy da equacdo de transporte de néutrons consiste na
discretizacdo das varidveis angulares em N dire¢des (ordenadas discretas) utilizando um
conjunto de quadraturas angulares para a aproximacdo dos termos integrais da fonte de
espalhamento ou de fissdo. Em seguida, a modelagem numérica deterministica prossegue com
a discretizacdo das varidveis espaciais, que neste trabalho, serd usado um método de malha
grossa da classe dos métodos espectro-nodais (Badruzzaman, 1990; Barros e Larsen, 1990,
1992; Mello e Barros, 2002 e Dominguez e Barros, 2007).

Nos métodos espectro-nodais aplicados a problemas Sy multidimensionais em

geometria Cartesiana, as equagdes Sy sdo integradas transversalmente no interior de cada



nodo da grade espacial, em todas as direcdes espaciais. Os termos de fuga transversal sao
aproximados por funcdes conhecidas e as equacdes ‘“‘unidimensionais” resultantes sdo
resolvidas analiticamente no interior de cada nodo. Condi¢des de continuidade e de contorno
apropriadas sdo implementadas para obtencdo da solucdo numérica do problema Sy no
interior do dominio espacial.

Em problemas Sy de penetracdio profunda, em meios nao-multiplicativos, para
célculos de blindagem, o método espectro-nodal SGF-ExpN (Mello, 2000; Mello e Barros,
2002) aproxima os termos de fuga transversal por fun¢des exponenciais conhecidas, onde as
constantes de decaimento espacial sdo definidas a partir das caracteristicas nucleares do nodo
de onde as particulas emergem, especificamente, as se¢des de choque macroscépicas de
absor¢ao. No método SGF-CN (Barros e Larsen, 1992), os termos de fuga transversal sdo
aproximados por constantes e no recente método espectro-nodal SGF-LN (Dominguez e
Barros, 2007), os termos de fuga transversal sdo aproximados por polindmios do primeiro
grau. Considerando que os métodos espectro-nodais SGF polinomiais sdo bastante precisos,
porém exigem o uso de momentos espaciais dos fluxos angulares integrados transversalmente
de ordem crescente com os graus dos polindmios de aproximacdo dos termos de fuga
transversal, propomos neste trabalho uma primeira investiga¢do visando a andlise da precisao
do uso de aproximagdes polinomiais de Lagrange para os termos de fuga transversal no
método SGF-ExpN (Mello, 2000).

Para tanto, fazemos aqui, uma simples investiga¢dao usando aproximacdes polinomiais
para os termos exponenciais que aparecem na determinagdo das funcdes de transferéncia
(parametros 8, , ), presentes nas equagOes auxiliares do método SGF para problemas Sy em
geometria Cartesiana unidimensional.

Apresentamos neste ponto uma sinopse do contetido desta dissertagdo. No Capitulo 2,

prepara o estudo derivando as Equagdes Sy em geometria unidimensional Cartesiana a um



grupo de energia. No Capitulo 3 apresentamos o desenvolvimento do método numérico para
problemas monoenergéticos de ordenadas discretas, em geometria Cartesiana unidimensional
livre de erro de truncamento espacial. No Capitulo 4, abordamos o método de aproximacao
polinomial de Lagrange utilizando o algoritmo de Neville para aproximar os termos

exponenciais que aparecem nas equagdes do cdlculo dos parametros & . Prosseguindo, o

m,n

Capitulo 5 apresenta os resultados numéricos gerados a partir da aproximacao polinomial dos

termos exponenciais para cdlculo dos parametros 6, . O Capitulo 6 traz discussdes dos

m

resultados e avalia o método de aproximacgdo polinomial dos termos exponenciais.



CAPITULO 2

OBTENCAO DAS EQUACOES Sy EM GEOMETRIA CARTESIANA
UNIDIMENSIONAL

Um tratamento para a varidvel angular, que indica a direcio do movimento das
particulas, consiste na discretizagdo dessa varidvel segundo o convencional método de
ordenadas discretas ou método Sn (Lewis e Miller, 1984). A formulacdo das ordenadas
discretas fundamenta-se, para problemas de geometria plana, na aproximac¢do da integral na
varidvel angular por uma férmula de quadratura.

Aplicando a segmentacao angular aos problemas de configuracio plana e com simetria
azimutal, obteremos o conjunto de equacdes denominadas equagdes Sy. Este conjunto de N
equagoes diferenciais ordindrias representa o transporte de néutrons orientados em N finitas

direcdes, ao invés de tomarmos todo o espaco direcional.

2.1. DISCRETIZACAO DA VARIAVEL ANGULAR

Existem duas técnicas tradicionais para discretiza¢do da varidvel direcional: o método
dos harmonicos esféricos e o método das ordenadas discretas, conhecido como aproximagao
Sn. Nesta dissertagdao estamos usando o modelo na formulacao Sx.

O método de ordenadas discretas é caracterizado pela discretizacao da varidvel angular

Q de tal forma que os néutrons tém um ndmero finito de direcdes ., n=1: N, ndo

ocorrendo a contabiliza¢do ao longo de todas as incontéveis dire¢des que surgem da equagdo

analitica de transporte. No método Sy a escolha das ordenadas discretas ndo serd arbitraria.



Cada direcdo discreta €2, serd representada como sendo um ponto na superficie da esfera
unitaria, a qual uma drea @), estard associada. Os valores de @), sdo denominados de pesos e

a unido do conjunto de ordenadas discretas e dos respectivos pesos serd chamada de
quadratura angular.
Considere a equagdo de transporte de néutrons em geometria Cartesiana

unidimensional, monoenergética e estaciondria

oy (x,u)

a ox

+Z, (0w (x, ) = st(x,ﬂ'—w) w(xu)du'+Qx, ). (2.1

Utilizamos técnicas para discretizar a varidvel angular g através de um conjunto
finito de dire¢des discretas &, , n=1: N (Barros, 1997).
Ao discretizarmos a varidvel g. o termo integral da fonte por espalhamento é

aproximado por um somatorio. Nesta dissertacdo usamos a convencional quadratura angular
de Gauss-Legendre (Burden e Faires, 2001) para problemas unidimensionais em geometria

cartesiana, com ordem par N.

2.2. AS EQUACOES Sy EM GEOMETRIA CARTESIANA UNIDIMENSIONAL PARA PROBLEMAS
MONOENERGETICOS E ESTACIONARIOS

Considerando a equacgdo (2.1), no primeiro termo do membro a direita, a se¢do de
choque macroscépica diferencial serd expandida em Polindmios de Legendre, com grau

maximo L. O resultado é:

(20+1)

IRECNTREINEINENTRINEDY Y, (PP (1) | (2.2)



Substituindo esta expansao na equacgdo de transporte de néutrons (2.1), obtemos:

v (x,
ﬂM + Zt(x)w(x,,u) —
ox
20+1 &
= j{ ( j Z, (0P, (u ')Pf(ﬂ)} v (x,p')d '+ Qx, ).
A integral estd em funcdo de (', portanto podemos escrever:
v (x,
uw + X, (o (1) =
* (2.4)
52041 N '
= Z( j L, (0 [[PGOR@w] w(xp)du+ O .
=0 )
Reorganizando os termos em fungio de #', escrevemos
oy (x,
uy +Z, oy (x, ) =
. (2.5)
L (20+1 t '
= Z[ 5 j X, ()b 1) f[ﬂ(ﬂ W (o) d |+ QCx, 1)
(=0 -1
Agora definimos o termo
1 +1
> e vl =g, 26
-1
como o momento de ordem ¢ do fluxo angular ¥ (x, '), que escrevemos na forma
L
p(xu')=> (20+1) g(x)P(u) . @.7)

=0



Da relacdo de ortogonalidade dos Polindmios de Legendre, temos que

29,,

IP(ﬂ)W(Xﬂ du'= Z(2€+1) @(x)m D) (2.8)

que € o resultado do momento angular de ordem /¢ do fluxo angular da particulas.

Para tratarmos as equagdes Sy, aproximamos a integral na defini¢do de ¢,(x) por uma

féormula de quadratura, que para o caso unidimensional, convencionalmente usa-se a

quadratura de Gauss-Legendre (Burden e Faires,2001) e escrevemos

1 N
@(’C)ZEZW(&M)PAM)% , (2.9)

onde as ordenadas discretas £, ,n=1: N, sdo as N raizes do Polindmio de Legendre de grau N

e 0s pesos @, sdo definidos de tal forma que a formula de quadratura de ordem N integre

exatamente os polindmios de Legendre de graus 0 a N-1, no intervalo entre -1 e +1.
Portanto, a equagdo monoenergética e unidimensional de transporte de néutrons com

espalhamento de grau L de anisotropia na formulacido Sy aparece como

d
um"’g—(")+2t<x>wm(x)=

(2.10)

Z(2€+1 P,(1)E, 0, (x) +Q,, (x, 10,

m=1:N

onde ¥, (x)é definido:

v, (x)=v(xu,),



2.3. ESPALHAMENTO ISOTROPICO

Entende-se por espalhamento isotrépico a dispersdo dos néutrons, apds uma colisdo,
que se da igualmente em todas as direcdes, ou seja, quando ndo ocorre espalhamento para
alguma direcdo tida como preferencial. Neste caso, € possivel tomar L = 0 e obter as equagdes

Sy para o espalhamento isotropico como

dy, (x 1 N
M, Wd—x()+2,(x)v/m (x)= 525,021//” (x)o, +0, (x, 1) (2.11)
n=l1

2.4. ESPALHAMENTO LINEARMENTE ANISOTROPICO

Foi verificada a forma de espalhamento isotrépico ao tomar L = 0 no termo de fonte
por espalhamento. Entretanto, ocorrem casos em que teremos dire¢des preferenciais de
espalhamento e, quando isto ocorrer, este espalhamento € denominado espalhamento
anisotropico.

Para espalhamento linearmente anisotrépico a expansdao em Polindmios de Legendre é

truncada no termo de ordem um, ou seja, L = 1. Neste caso as equacdes Sy aparecem como

d X
ﬂme—()+2t(x>wm(x) =
dx
1 al 3 il (2.12)
= EZ‘Y,OZ l//n (x)a)n + Ezs,lﬂmz Wn (X)C()mtln + Qm (x’/'l)’
n=1 n=1
m=1:N



CAPITULO 3

METODO NUMERICO PARA PROBLEMAS DE ORDENADAS DISCRETAS LIVRE
DE ERRO DE TRUNCAMENTO ESPACIAL EM GEOMETRIA CARTESIANA
UNIIDIMENSIONAL, MONOENERGETICA E ESTACIONARIA

Neste capitulo iremos estudar o método numérico para problemas de ordenadas
discretas a um grupo de energia, geometria Cartesiana unidimensional e livre de erro de
truncamento espacial. Os valores numéricos obtidos para a solucdo das equagdes Sy sdo
exatamente os mesmos obtidos pela solucdo analitica utilizada para a mesma grade de pontos,
desprezando os erros da aritmética finita computacional (Barros e Larsen, 1990).

Na secdo 3.1. serd apresentada a andlise espectral para problemas de ordenadas
discretas a um grupo de energia e geometria Cartesiana unidimensional com espalhamento
linearmente anisotrépico. Na secdo 3.2 serd apresentado o método numérico que
intrinsecamente preserva as propriedades espectrais das equagdes Sny. Como resultado,

obtemos um esquema numérico que é completamente livre de erro de truncamento espacial.

3.1. ANALISE ESPECTRAL DAS EQUACOES Sxn EM GEOMETRIA CARTESIANA
UNIDIMENSIONAL, MONOENERGETICA COM ESPALHAMENTO LINEARMENTE ANISOTROPICO

Para a anélise espectral utiliza-se a técnica de “separacao de varidveis”. O estudo para
o caso de espalhamento isotrépico foi considerado em um trabalho pioneiro devido a Edward
W. Larsen, em 1986 (Larsen, 1986). Considerando um problema homogéneo em geometria
unidimensional com comprimento X e espalhamento linearmente anisotrépico e supondo
constante e isotrépica a fonte no interior dos nodos, as equagdes Sy podem ser escritas na

forma

10



1 N
i, —z// (X)+Zy,, (x)== {Zsova(x)w +3u,% “Zunm(x)wﬁQ} ,

com as condi¢des de contorno 3.1)

{l//m(O) = fus >0

,comm=1:N exeD={xe /0<x<X}.
v, (X)=g,,4,<0

Aqui f, e g,sdo condigdes prescritas dos fluxos incidentes pelos contornos do
dominio D. Ainda, X,, X ,,X | € Q s@o todos independentes de x. Em seguida, dividimos

(3.1) por X, e obtemos:

';—; (0T, (X)— COZl// X))o, +3u, clz,uw (v, +Zg}

[\.)

t t

5 (3.2)
comm=1:N,xe De ckzz;’k, k=0, 1.

Em notacdo matricial, o sistema de equacdes diferenciais lineares ordindrias

representadas em (3.2) pode ser escrito como:

, d
Diag (”—M—j v (0)+y (1)=Sy_(1)+Q, (3.3)
Y dx

onde definimos as matrizes quadradas de ordem N X N (Barros e Larsen, 1990):

11



_&i .
Y, dx
o[ ud )| md
Dmg[zt dxj_ . T dx . (3.4)
Hy d
i Y, dx
e
(co+3u’c)m  (co+3une) @ ... (co+3Miye,) 0,
S _1 (co +3,uz,ulcl)a)1 (co +3,1122c1)(()2 e (co+311,¢,) 0,
2 ’ (3.5)
2
_(c0+3,/,zNylcl)a)1 (c0+3;1Nﬂch)a)2 (c0+3chl)a)N |
€ 0S vetores:
T
Vo, () = [y, (0,9, (x),...,yy ()], xeD. (3.6)
e
Q=1 [Q1Qu Q] 3
= x 15Qyse Qx| - (3.7)
Combinando (3.3) com as defini¢des apresentadas em (3.4) — (3.7), reescrevemos como:
Diag| “2 4 |11, -8 |y (1=Q (3.8)
8 Y odx) N Y ’ '

12



onde: [, é a matriz identidade de ordem N no N De forma mais compacta, a Eq.(3.8)

aparece como:

Lyw,.(x)=Q, (3.9)

onde o operador linear L, € definido como

.o lu,d
L.=|D o +I -S| . 3.10
N {lag[z dxj N } (3.10)

A solugdo geral é o conjunto K composto por uma base do kernel de L,, e pela

solucdo particular {\|1P (x)} . Isto é:

K E{wp(x)} + Kernel[LN], xe D, (3.11)

onde:

Null (Ly ) ={w" (x)/Lyy" (x)=0, xe D} (3.12)

sendo Q uma fonte constante e isotropica, obtemos

» 1
=—— Q. xeD, ,
v (x) 22;(1—00)0 X (3.13)

13



portanto,

1
K= {mQ} + Kernel(LN).

(3.14)

Para calcular o Kernel (L, ) é necessdrio achar uma base vetorial para ele. Para obter

tal base utilizaremos o método de “separacdo de varidveis”.

Considere o ansatz:

XX

v (x)=a@e?, xeD.

Substituindo (3.15) em (3.12), ficamos com:

Ly {a(z})eg } =0.

Aplicando a defini¢do dada em (3.10) em (3.6), obtemos:

LB (B LB
Diag(ﬂ—g)a(ﬁ)e  +a(Pe ? —Sa(Pe ¢ =0

X.x
Multiplicando (3.17) por e 2 obtemos:

[%Diag(um)wjv —S)}a(ﬁ) =0,

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Ou equivalentemente:

. 1 B
{ngag(lu—mJ(S—IN )}a(z?)—o ,

Escrito em fungao da propriedade

[ Diag(u,)]" = {Diag(

Diante disto, definimos a matriz N XN :

A, = Diag [ﬂ—j[s ~1,]

1

m

)

(3.19)

(3.20)

Substituindo a definicdo em (3.5) na equacdo acima, reescrevemos a matriz Ay da

seguinte forma:

(co +3,u12c1)a)1 -2

(c0 +34, 1, cl)a)2

2u, 2u,
(co+3ttupt0) @ (co+345¢, )@, -2
Ay = 24, 2u,

(co+3uyttc)) 0

(co + 3y )0)2

24y

2uy

(Co +3uy i ¢, ) Wy
2u,

(Co +3u ) Wy
24,

(co +3urc, )y -2

2y

(3.21)

15



Finalmente, substituimos a definicdo dada em (3.20) em (3.19), o que resulta em:

Ay a(® =%a(z9) . (3.22)

A equagdo (3.22) representa um problema de autovalor, onde a(¢}) € um autovetor da
. N L
matriz Ay em e, 0 escalar 5 ¢ o autovalor de A, correspondente ao autovetor a(?).

Reescrevendo, tem-se:

(AN —%IN)a(ﬁ) =0. (3.23)

Para a(¢) #0, a matriz (AN —%I NJ deve ser singular, portanto:

det(AN —%Iszo. (3.24)

A equacdo em (3.24) fornece uma equacdo polinomial de grau N. Esta equacdo é
denominada de equacdo caracteristica das equagdes Sy monoenergéticas em geometria
Cartesiana unidimensional com espalhamento linearmente anisotropico. As raizes da equagdo

caracteristica sdo os autovalores da matriz A, sendo definidas como os inversos de (&%). O
conjunto de autovetores de A ndo serd unico. Para achar um conjunto de autovetores de Ay

usamos a seguinte condi¢do de normalizacdo

N
D a@w,=1. (3.25)
n=1

Utilizando (3.21), o m-ésimo componente da equagdo vetorial (3.22) aparece como:

16



li [CO + 3ll’lm:[lncl ]m-n o 25m
2 n=1

= a (¥)= lam(zﬁ‘) , (3.26)
M, v

onde & é definindo como o delta de Kronecker com m,n=1:N.

m,n

Ap0s alguma dlgebra, (3.26) pode ser reescrita como:

2[B+u,]

N
¢y +3M,¢, > pa, (Do, = (), (3.27)

n=1

N
Prosseguindo, precisamos de uma expressdo para Z u.a (Fa@, . Multiplicando (3.27)

n-n
n=1

por @, € somando a equagdo resultante em todo m=1:N, apos alguma algebra o, resultado €:

N
D a, o, =—%1-c) , (3.28)

n=1

Considerando as propriedades dos conjuntos de quadratura Gaussiana (Bell,1970):

iwﬂ =2 e i,un(on =0, (3.29)
n=1 n=1

e substituindo (3.28) em (3.27) para obter uma expressdao para o m-ésimo componente do
autovetor a(?¥), escrevemos

c, -3, (1—c,)c,

)= )

I

(3.30)

Para obtermos a equagao caracteristica para os autovalores, multiplicamos (3.30) por

@, , aplicamos a equagdo resultante o somatério de 1 até N, e usando a Eq. (3.25), obtemos o

resultado que define a relacdo de dispersdo para ¢ (Barros, 1990):

17



N _ _ 2
Zcoﬂ 3u,(1-c,)ct? o =1 4

1
24 23+ 11,) "

N
Prosseguindo, aplicamos o produtério H(ﬂ-f' M,) 3 Eq. (3.31) e obtemos uma

n=l1
equagdo polinomial de grau N.

Devido a simetria do conjunto de Quadratura Gaussiana de ordem N par, a equacao
caracteristica possuird somente poténcias pares para . Se ¥ #0 ¢ a raiz da equagdo
caracteristica e € o inverso dos autovalores de A, entdo —¢} também serd para j=1:N/2. As N
raizes sdo todas reais e simples para quaisquer que sejam os valores de c,,c, que satisfacam a
condicdo 0<c,,c, <1. Portanto, reescrevemos o conjunto de autofun¢des dado pela Eq.

(3.15) como

vl (x)=a(8,)e™™, k=1:N, xe D}. (3.32)

J4 que os N autovalores sdo todos distintos, os N autovetores de A, formam um

conjunto linearmente independente. Disto resulta no conjunto de autofunc¢des dada pela

Eq.(3.32) que € um conjunto linearmente independente de N funcdes de x do dominio D que
pertence ao kernel(L, ).Por esta razdo, o conjunto dado pela Eq.(3.32) forma uma base
vetorial para o kernel (L, ).

Para concluir a andlise espectral, reescrevemos a Eq.(3.14) como

1 N
K={y@®)/yx)=——Q+> aa(d)e™'*, xeD,ope . (333
k=1

(1-¢)

18



A Eq.(3.33) fornece uma expressao para solucdo geral analitica das equag¢des Sy no
dominio D. As constantes «,,k =1: N sdo possiveis de serem determinadas aplicando as
condi¢Oes de contorno apropriadas, dadas pelas Eq. (3.1).

Se concebermos um esquema numérico convergente para problemas de ordenadas
discretas Sy de tal forma que:

(a) a solucdo geral para o conjunto K é automaticamente preservada;
(b) a solugdo é continua em cada nodo dentro de uma grade arbitraria 2 do dominio D;
(c) a solugdo satisfaz as condi¢des de contorno do domino D. Entdo este esquema numérico é

totalmente livre de erro de truncamento espacial.

3.2. O METODO SGF PARA PROBLEMAS DE ORDENADAS DISCRETAS Sy, MONOENERGETICOS
EM GEOMETRIA CARTESINA UNIDIMENSIONAL

Nesta sec@o apresentaremos o método SGF (Spectral Green’s Function) (Barros, 1990)
para problemas monoenergéticos em geometria Cartesiana unidimensional com espalhamento
linearmente anisotrépico, primeiramente estudando problemas homogéneos e em seguida,

problemas heterogéneos.

3.2.1. O METODO SGF PARA PROBLEMAS DE ORDENADAS DISCRETAS EM MEIO MATERIAL
HOMOGENEO

Considerem um nodo arbitrdrio a grade uniforme € num problema homogéneo com

dimensao X, como mostrado na Fig. (3.1).
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W, — : — ¥4
T ] |~

i
"1

H ::‘_D - <0

X X
1 1
] 1

Figura 3.1. Nodo arbitrario com fluxo angular de né€utrons incidente, com fonte interna.

Reescrevemos a equacgdo discretizada de balanco espacial Sy, dada na Eq.(3.34), a seguir.

e com as seguintes defini¢des:

Também, na Eq.(3.34), a fonte por espalhamento ¢ dada por:

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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m,fzjoﬁ V.., +7ﬂ Zl//n,wﬂ (3.38)
n=1

Da Eq.(3.34), a expressdo para os fluxos emergentes do nodo sao:

m,lig m,l+§ 22

Como ja mencionado anteriormente, com as condi¢des de contorno apropriadas nao
existe uma solug@o Unica porque existem mais incégnitas que equacdes. Isto é, para fluxos
incidentes na direcdo m, devemos calcular os fluxos que saem do nodo pelas extremidades e o
fluxo médio no centro do nodo na dire¢cdo m. Para resolvermos este sistema precisamos
derivar um conjunto de equagdes auxiliares que, combinadas as Eq.(3.34) e as condi¢des de
contorno apropriadas, fornecem solu¢do numérica para os problemas Sy livre de erro de

truncamento espacial. Para isso, considere o m-€simo componente da solugdo geral

¥ (x) dada na Eq.(3.33):

Q = T.x/8,
+§ aa (0 )e'™ xeD, o, e . (340
22’ (I—CO) = k ( k) k

W, (x)=

Da Eq.(3.40), obtemos

v o (x)= + > a,a(v eT", a e . (3.41)
mi% 221(1_6.0) ; k ( k) k

Substituindo (3.40) em (3.35), resulta em

21



1y 9,
(x)= +> o ———e * —e * |, € . (342
Vi) 2% (1-¢,) ; ) ¢

O fluxo angular de néutrons no interior do nodo, ¥, ;, é devido as contribui¢gdes dos

fluxos incidentes ¥ | € ¥ | pelos contornos e devido a fonte interna Q,. Para isso,

n,i— n,z+l
2 2

consideramos uma equacgao auxiliar na forma:

v, (0=>6¥ +26,¥ +G,0), (3.43)
#,>0 " <0 "

onde os pardmetros 6, , fazem papel de fun¢do de Green da formulagdo Sy discretizada no

espaco. Quando Q =0, 6, € o valor do fluxo angular médio na dire¢do m devido ao fluxo

angular unitério incidente no nodo na dire¢do n.

Substituindo (3.41) e (3.42) em (3.43), resulta em:

erm/z thi—l/2

N
0 +205,f ta, (V) e % _e O
2YX. (1-¢)) o h¥

t

Ztxi—l/ 2 z Xiv1/2

i%f e ZGm,nan(ﬁkHe % Zam,nan(@) + (3.44)

k=1 H,>0 M, <0

_ 9 5
+22t(1—c0);6m’"+Gm(Q)

A partir daqui, podemos determinar G, (Q)porque a solu¢do particular €

intrinsecamente preservada no esquema. Da Eq.(3.44), escrita em termos de Q, tem-se:
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Gm(Q)—22 I—c ( Z‘ j (3.45)

Portanto, Eq.(3.44) fica:

L, X412 Xy
ﬁ: Ba (79 ) % _e % |=
2r (1—c,) (1 = Y
(3.46)
N by x, Xy z x1+1/2
k=1 yn>0 /1,,<0

Igualando termo a termo, obtemos

N 19 a (19 ) le+1/2 X 1)
> o

—_ ﬂk —
k=1 t
(3.47)
eri—l/z erm/z
s,
> 6,.a,@)+e " > 6, .a,0)]|
H,>0 1, <0
T X X,
Multiplicando (3.47) por e * com x =—2—-2

, ficamos com o seguinte
resultado, para m,k=1: N :

h, I\y My
24,(B)8, senh hr, —¢ 2% Za (B3)8, +e S Za (3)0,,. (43
hZ, 27% 1,>0 ,

H <0
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Ao fixarmos m e variarmos k de 1 até NV, obteremos um sistema de N equagdes lineares

para as N incégnitas 6

m,n

n = I:N. Portanto, podemos ver como um conjunto de N sistemas:

um para cada valor de m; cada um com N equagdes lineares e com N incdgnitas. O conjunto

dos numeros @, para m,n = I:N sdo as entradas para a matriz 8, N x N. Devido a simetria

do conjunto de quadratura de Gauss-Legendre, 8 € uma matriz 2 x 2 bloco-simétrica, ou seja,

as entradas possuem distribuicao como representada no diagrama da Fig 3.2.

N N N N
—_— —_—
z 4 2
N N N N
— e —_— =
4 2 4 2

Figura 3.2. Diagrama para matriz bloco-simétrica 2 x 2.

Para o caso de ¢, =¢,

diagonal, cujas entradas sao:

m,n

_lul

hy,
1 e ‘:Um

=0, ou seja, um meio puramente absorvedor, € é a matriz

(3.49)
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Resumindo, com o conjunto de autovalores (&, k=1:N)das Equagdes Sn

determinados pela equagdo caracteristica que € obtida pela Eq.(3.31), podemos calcular as

entradas para a matriz 6 pela solugdo de sistemas dados pela Eq.(3.48), onde

(am (8), m=1:N )que sdo dados pela Eq.(3.30). Com @, , determinado, podemos reescrever

Eq.(3.43) como:

Wi = Z em,an,i—l/Z + Z Hm,nl//n,i-‘rl/Z oy (1 B ( - Z (3.50)

M, >0 <0

A equagdo de balanco espacial (3.34) junto com as equacOes auxiliares (3.50)
constituem as equagdes do método SGF. Com condig¢des de contorno dadas pelas Eq.(3.1), a

solucdo das equagdes SGF sdo livre de erro de truncamento espacial.

3.2.2. ESQUEMA ITERATIVO DE INVERSAO NODAL (NBI) PARA SOLUCAO DAS EQUACOES
SGF MONOENERGETICAS

O algoritmo consiste de trés partes: primeiro a varredura da esquerda para direita,
considerando £ >0, em seguida, a varredura da direita para esquerda para 4, <Oe, por fim
verificando o critério de convergéncia adotado. A idéia por trds do NBI € usar as mais

recentes estimativas para os fluxos angulares incidentes num dado nodo para calcular os

fluxos angulares nas dire¢des da varredura (Barros, 1990).
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Figura 3.3. Varredura para direita.

A segunda parte do algoritmo onde ocorre a varredura da direita para esquerda, como

mostrado na Fig.(3.4)

nodo Q, i,

|
. ™~ "
. 7

%

Figura 3.4. Varredura para esquerda.

Ao final de algumas iteracdes, respeitando o critério de convergéncia estabelecido,

obtemos os fluxos angulares médios no interior dos nodos:

(e nodo EE .
/' '\
* r"‘\‘n j Yei

Figura 3.5. Fluxo angular médio no interior do nodo.
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CAPITULO 4

) APROXIMACAO POLINOMIAL DOS TERMOS EXPONENCIAIS PARA
CALCULO DAS CONSTANTES QUE INTEGRAM AS EQUACOES AUXILIARES
DO METODO SGF

4.1. ENTENDENDO A INTERPOLACAO

Pela facilidade de computagdo dos polindmios, incluindo a determinagdo da derivada,
integral e suas raizes, a andlise numérica ainda utiliza, com freqiiéncia, a aproximag¢do
polinomial de fun¢des. Portanto, substituir uma complicada fun¢do por um polindmio que a
represente é extremamente vantajoso e de facil obtencao.

O método de aproximacdo polinomial aplicado para aproximar uma dada funcio
f(x) serd usado nas seguintes situacoes:
® Quando as expressOes analiticas de f(x)ndo sd@o conhecidas; Esta situagdo ocorre

freqlientemente com dados experimentais, onde conhecemos os valores da funcdo em alguns
pontos do dominio e necessitamos conhecer seu valor num dado ponto diferente dos

conhecidos.
¢ Quando a funcdo f(x)é de dificil avaliacdo e para obter tal avaliacdo sacrifica-se o valor
de precisao pela simplificacdo dos célculos.

Define-se como polindmio interpolante de uma fun¢do f(x)=y sobre um conjunto
de pontos distintos (X,,...,X,) ao polindmio de grau maximo n que deve coincidir com f (x)

nesses pontos. Tal polindmio serd designado por P (x).
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4.2. INTERPOLACAO POLINOMIAL DE LAGRANGE

A interpolagdo polinomial serve para aproximar uma funcao baseada em alguns pontos
conhecidos. Portanto, generalizando o conceito de interpolacdo, considere a construcdo do

polindmio de grau maximo N, que se resolva em n+1 pontos como se segue

I:(XO’f(-xo))’('xl’f('xl))’(‘XZ’f(XZ))7"'7(xn7f(xn)):| 4.1)

Serd necessdrio a construgdo de um polindmio de grau N, L, (x) para cada k=0:N,

com a seguinte propriedade:

{Lk(xl.) =0, sei#k;
4.2)

L(x)=1sei=k

Para que seja satisfeita a condigdo imposta por L, (x;) =0, se i # k, o numerador de

L, (x) deve conter o termo dado a seguir:

(=) (x=x)-(x=x,) oo (=2 ) (=2 ) e (=, ) (4.3)

Para que L, (x;) =1, se i =k seja satisfeita, o denominador de L, (x)de deve ser

igual a esse termo calculado em X = X, . Assim, tem-se:

() ) () () )
) )5 ) _Ii%& —x) “

Diante disso, a funcdo f(x)serd interpolada por um polindmio de grau N, a ser

definido por:
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fx)= Zf(xk>H Zf(qu (x) 45)

t;tk

4.3. APROXIMACAO POLINOMIAL DE LAGRANGE

Em complementacdo ao exposto a respeito da interpolacdio de Lagrange, a

aproximacao por Lagrange baseia-se no conceito de representar uma funcdo dada sob a forma

de uma expansdo polinomial.

Dada uma funcao genérica f(x) verifica-se a possibilidade de representd-la na forma

de polindmios, como descrevemos a seguir.

fO=D fO)Lx) (4.6)

Portanto, escrevemos:

D S ODL(x) = f )Ly () + f O L () + f (06) Ly () + ..o+ f () Ly (%) (4.7)

onde:

(4.8)
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4.4. APROXIMACAO DE LAGRANGE USANDO O ALGORITMO DE NEVILLE

Este algoritmo é uma forma esquemadtica recursiva de avaliar os coeficientes de um

polindmio de grau (n -1) com n valores conhecidos da fun¢@o, como segue:

n—1
fx)=>ax’ (4.9)
p=0

A férmula recursiva permite derivar cada polindmio, como segue:

- P —(x—x. )P
P, = (x xz) l,j,k(x) (x xz) ],k,f(x) 4.10)
X, — X,

1

Se o objetivo € apenas obter o valor interpolado e os coeficientes do polindmio nao
sdo conhecidos, podemos utilizar o algoritmo de Neville (Burden e Faires, 2001). Este
algoritmo comeca a partir dos pontos conhecidos interpolados para achar os demais

polindmios, gerando uma matriz da forma

(%) flx)=FX)

£ (%)
(x)  f(x)=HAX) By (X)
P, (%) Foio3 (%)
() f(x)=hx) Py (%) Foi234(X)
Ps(x) Py (%)
() f(x)=F(X) Py (x)
Py (x)

(x4) f(x4) = P4(x)

Onde: P, (x) sdo os polindmios de interpolagdo e os pontos x;,x,,,...,x; sd0 0s pontos

conhecidos da fungao.
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4.5. APROXIMACAO POLINOMIAL DOS TERMOS EXPONENCIAIS PARA O CALCULO
APROXIMADO DOS PARAMETROS 6, , DAS EQUACOES AUXILIARES DO METODO SGF

O conjunto de equacdes em (3.48) € que serd utilizado para investigarmos a

aproximacao polinomial dos termos exponenciais para cdlculo dos parametros 6

m,n *°

2a,0, e hz, | _
t 2y,
_Ehzijn +[hZ'J v (4.20)
e\ Zam V)0, |+|e 2% Z a, (0,0,
m=1 m=ﬁ+1

2

Em problemas homogéneos, como da Fig.(4.1) a seguir, o dominio espacial esta
dividido em 4 nodos. No primeiro nodo iremos particionar este subdominio para obtermos L
pontos a fim de aproximarmos o valor da funcdo exponencial no centro do nodo a partir dos

valores da fun¢@o nos pontos inicialmente conhecidos.

Il
<

x=A/2 x

™
nodo 02 nodo 03 nodo 04

Il
N

nodo 01

>~ ——— -9 ®
L |
»

f
.
I

Sy
I
=]

x=A/4

Figura 4.1. Dominio espacial de um meio homogéneo.

Em problemas heterogéneos devemos usar o procedimento descrito anteriormente nos
primeiros nodos de cada zona material. O primeiro passo serd a determinacdo dos pontos no
interior do primeiro nodo de cada regido espacial, em funcido da ordem da aproximacao. Para
efetiva aplicacio do método € necessario que a ordem da aproximagdo seja de valores
impares, resultando na obtencao de P pontos pares interpolados no interior do nodo, de forma
que nao ocorra sobreposi¢ao de pontos determinados com o ponto médio do nodo.

A Figura (4.2) representa a discretizacdo de um dominio espacial, em duas regides. A

regido 1 possui tamanho definido de x = 0 a x = A, dividida em 2 células; A regido 2 possui

31



medida de x = A a x = B, dividida em 3 células. A aproximag¢do polinomial € de ordem 3,

resultando em quatro pontos interpolados no interior de cada nodo.

= . =4 X=
=0 regifo 01 Dox-A reziio 02: A<x<B &
.
+ = s .
———%
F=0 =42
-—
=4 &= (8- 4)

Figura 4.2. Dominio espacial de um meio heterogéneo.

Para obten¢do dos valores de 6, =~ de cada regido, trataremos a discretiza¢do de apenas

uma célula de cada regido, uma vez que os valores €

materiais da regido e da largura do nodo.

sdo em fungdo dos parametros

m,n

Com os pontos obtidos, estes serdo utilizados para defini¢do dos primeiros valores da

primeira coluna da matriz Q(i,j). Estes valores sio os valores das fun¢des nos pontos dados.

e[iponlo(l)xf—k'] 0
e[ipomo(Z)xf’—k'] 0(2.2)
e[iponlo(S)xf’—k'] 003.2)
iponlo(4)x§—']
e v 0(4,2)

0(3.,3)

0(4,3)

(4.21)
0

0(4,4)

O algoritmo de Neville ¢ um procedimento para calcular o valor da funcdo em dado

ponto a partir de valores definidos anteriormente. Estes valores sdo os pontos interpolados

espacialmente no interior dos nodos. A funcdo f(x) para esses pontos serdo os valores iniciais

da matriz, conforme apresentado no item 4.4.

Obtidos os valores Q(i,j) para dada ordem K de aproximacao, o valor estimado para a

funcdo no ponto desejado serd Q(k). Com isso, este valor serd transferido para os termos

exponenciais e prosseguindo com a resolu¢do do sistema de equagdes, obtém-se o valor dos

parametros

m,n

6 . Aldgica do procedimento fica exposta como apresentado a seguir.
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Leitura e impressao dos dados do problema

v

Célculo dos pesos da quadratura de Gauss-Legendre

v

Célculo dos autovalores em fungéo da quadratura, da
quantidade de células e tamanho da regido espacial.

v

|

Obtengéo dos valores aproximados para os autovetores
através da aproximagao polinomial.

\ 4

Dos autovetores estimados, célculo dos fluxos angulares.

Critério de convergéncia
alcangado

Célculo dos fluxos escalares.

Figura 4.3. Fluxograma da modelagem computacional.
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CAPITULO5

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo trataremos da obtencdo de resultados gerados a partir do cédigo do
método SGF (Spectral Green’s Function), comparando-os com os resultados gerados pelo
método de aproximacdo polinomial de Lagrange pelo algoritmo de Neville.

Os resultados obtidos pelas aproximagdes serdo comparados aos resultados de alta
precisao gerados pelo método SGF.

Para a abordagem serdo utilizados dois problemas-modelos de transporte de néutrons,

que enunciamos a seguir.

5.1. PROBLEMA MODELO (1) - MEIO MATERIAL HOMOGENEO

Considere um meio homogéneo (uma zona material), em geometria unidimensional,

de comprimento x = 100 cm e com os parametros materiais listados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1. Parametros materiais do Problema modelo (1).

X (cm™) X0 (cm™) X, (cm™)

1.0 0.99 0.80

As condi¢des de contorno prescritas sdo do tipo: reflexiva a direita e viacuo a esquerda,
istoé: ¥ (0)=1.0 e W, (100)=0.0
O problema-modelo serd resolvido pelo método SGF na quadratura S, de Gauss-

Legendre.
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0 50 100

Figura 5.1. Dominio espacial homogéneo.

Determinamos os fluxos escalares nos pontos x = 0, x = 50 e x = 100. Os resultados

estdo listados na Tabela 5.2 e foram gerados pelo cédigo SGF.

5.1.1. SOLUCAO USANDO ORDEM DE QUADRATURA ANGULAR S,

A solucdo em ordem de quadratura S, apresenta dois valores distintos para os

parametros em’n , em fun¢do da matriz @ de ordem 2x2.

O, @,

6=
92,1 82,2 ’

onde: ,, =6,,¢ 6,,=6,,

Tabela 5.2. Resultados obtidos pelo método SGF analitico, para o fluxo

escalar.
N‘:‘:ulasd $(0) $(50) $(100)

100 0,817256E+00 0,169912E-01 0,129181E-03
50 0,817256E+00 0,169912E-01 0,129181E-03
20 0,817256E+00 0,169912E-01 0,129181E-03
10 0,817256E+0 0,169912E-01 0,129181E-03

4 0,817256E+00 0,169912E-01 0,129181E-03

2 0,817256E+00 0,169911E-01 0,129180E-03




Tabela 5.3. Resultados gerados para os parametros Hmyn da equacgdo
auxiliar do método SGF analitico.
Quadratura S,
Nimero de células
6, 6,

100 0.921463E+00 0.694601E-01
50 0.861331E+00 0.119716E+00
20 0.739759E+00 0.207417E+00
10 0.619854E+00 0.260343E+00
4 0.419785E+00 0.241998E+00
2 0.250756E+00 0.157114E+00

Aplicando o método de aproximagdo numérica de Neville, obtemos os resultados,

tabelados a seguir:

Tabela 5.4. Aproximacdo para os parimetros

aproximacdo L=3 (S,).

em,n

com grau de

Quadratura S,
Numero de células o 5
eA 93

100 0,921463E+00 0,694600E-01
(0,000%)" (0,000%)

50 0,861331E+00 0,119716E+00
(0,000%) (0,000%)

20 0,739759E+00 0,207413E+00
(0,000%) (0,002%)

10 0,619848E+00 0,260307E+00
(0,001%) (0,014%)

4 0,419626E+00 0,241687E+00
(0,038%) (0,129%)

) 0,250416E+00 0,156563E+00
(0,136%) (0,351%)

: QA = 91,1 = 92,2
? HB = 91,2 = 92,1

* Desvios percentuais relativos dos parimetros 9m .

em fungdo dos valores calculados pelo método SGF analitico.
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Tabela 5.5. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximagdo L=3 dos

parametros 6, (S).
Niamero | Nimero de Fluxo escalar

de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

) 19 0,818346E+00 | 0,151107E-01 | 0,101414E-03
(0,133%)Y (11,067%) (21,495%)

4 2u 0,817595E+00 | 0,168320E-01 | 0,126483E-03
(0,042%) (0,937%) (2,089%)

10 36 0,817277E+00 | 0,169851E-01 | 0,129072E-03
(0,003%) (0,036%) (0,084%)

20 49 0,817258E+00 | 0,169907E-01 | 0,129173E-03
(0,000%) (0,003%) (0,006%)

50 64 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 7 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,001%) (0,001%)

Tabela 5.6. Aproximacdo para os pardmetros 6

aproximacdo L=5 (S,).

m,n

com grau de

Numero de células

Quadratura S,

FRG) 9.©
A B

100 0,921463E+00 0,694601E-01
(0,000%)” (0,000%)

50 0,861331E+00 0,119716E+00
(0,000%) (0,000%)

0 0,739759E+00 0,207417E+00
(0,000%) (0,000%)

10 0,619854E+00 0,260343E+00
(0,000%) (0,000%)

4 0,419786E+00 0,241999E+00
(0,000%) (0,000%)

) 0,250761E+00 0,157122E+00
(0,002%) (0,005%)

* Calculado em relacdo aos resultados gerados pelo método SGF analitico (Tabela 5.2).

’ eA = 91,1
° 0, = 91,2

= 92,2
= 92,1

7 Desvios percentuais relativos dos parAmetros 0m

n

em fungdo dos valores calculados pelo método SGF analitico
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Tabela 5.7. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximacdo L=5 dos

parimetros 6, . (S).

Numero | Nimero de Fluxo escalar
de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

) 19 0,817241E+00 | 0,170167E-01 | 0,129582E-03
(0,002%)® (0.151%) (0,3104%)

4 24 0,817255E+00 | 0,169918E-01 | 0,129192E-03
(0,000%) (0,004%) (0,009%)

10 36 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

20 49 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

50 64 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 7 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,001%) (0,001%)

Tabela 5.8. Aproximacio para os pardmetros 6

m,n

com grau de

aproximacdo L=7 (S,).

Quadratura S,
Numero de células 5 T
eA 03
9,214630E-01 6,946010E-02
100 (11)

(0,000%) (0,000%)

50 8,613310E-01 1,197160E-01
(0,000%) (0,000%)

20 7,397590E-01 2,074170E-01
(0,000%) (0,000%)

10 6,198540E-01 2,603430E-01
(0,000%) (0,000%)

4 4,197850E-01 2,419980E-01
(0,000%) (0,000%)

2 2,507560E-01 1,571140E-01
(0,000%) (0,000%)

8 Calculado em relagdo aos resultados gerados pelo método SGF analitico (Tabela 5.2)

= 92,2
= 92,1

" Desvios percentuais relativos dos pardmetros 6

’ eA = 91,1
00, = ‘91,2

m,n

em funcdo dos valores calculados pelo método SGF analitico.
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Tabela 5.9. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximacdo L=7 dos

parametros 6, (S).

Numero | Namero de Fluxo escalar

de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

5 19 0,817256E+00 | 0,169908E-01 | 0,129176E-03
(0,000%)"? (0,002%) (0,004%)

4 o 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

10 36 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

20 49 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

50 64 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 7 0,817256E+00 | 0,169912E-01 | 0,129181E-03
(0,000%) (0,001%) (0,001%)

5.1.2. SOLUCAO USANDO ORDEM DE QUADRATURA ANGULAR S4

A partir da Eq.(3.48) que foi apresentada no Capitulo 3 deste trabalho, os parametros

€  , para quadratura de Gauss-Legendre de ordem 4, serdo obtidos pela resolu¢do do

m,n

sistema:

2a, (v, )V, s
hX

t

1<m<4
com:
1<k<4

enh

i,

20,

ﬁ}mz

> a,(v,)

20,

[l

Explicitando o sistema de equacdes, ficamos com:

m=1k=1

2a,(v)Y, s

hX

t

enh hx, =e[
2y,

iy
2y,

[hz,]
6 +e 20

i,

12" Calculado em relagdo aos resultados gerados pelo método SGF analitico (Tabela 5.2)

ZN:
N
=+
2

1

j (0101,1 +a,0,, ) + e[zvl J (0101,3 +a,0,, )

an (vk )Hm,n



m=1k=2

K,

hX
2 hE = 2
e - IR Y

m=1k=3

hE,

2 hT T :
al}(l;3)l)3 Senh( 21); J = e[ 21}3] (alel,l +a,0,, ) + eEZ J (a101,3 + a201,4)

t
m=1k=4

hX

2 hE e =,
a];(l;4)v4 senh[zv;jze[ 2 4](a1491’1+a201’2)+e[2 4](0191,3+a26174)

t

N

A solugéo serd obtida para os pardmetros 6 ,,n=1:4. Em continuidade repetimos o

procedimento para m=2, m=3 e m=4 e escrevemos a matriz 6, de pardmetros da equagdo

auxiliar SGF como:

7\
LD
B
() [\S]

N———
7\
S
RS
PR

Ne—

7\
DD
:"% }"%
[\S) i8]

N—
VR
:"% }"%
KRS
IS IS

N——

Esta matriz quadrada é 4x4 composta por submatrizes quadradas de ordem 2x2,
dispostas de forma diagonalmente simétricas. Ao final da solugdo do sistema de equacdes

obteremos quatro valores distintos para os parametros &

m,n %

de modo que tenhamos:

6,=6,=6,,=0,,=0,,
6,=6,=6,,=06,,=06,,
0. =6,=6,,=6,,=6,,
0,=6,=6,,=6,,=6,,

Os valores para essa matriz 8 serdo estudados a seguir através de dois procedimentos:
o primeiro calculando os valores pelo método SGF analitico e o segundo, calculando com os

valores de 6, , aproximados.

n
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Tabela 5.10. Resultados dos fluxos escalares obtidos pelo método SGF

analitico.
o de 9(0) #(50) $(100)

100 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
50 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
20 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
10 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
4 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
2 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03

Tabela 5.11. Resultados obtidos dos parametros &

'n.n Pelo método SGF analitico.

Quantidade de Parametros ﬁmm
células gA 13) HB (14) gc (15) HD (16)
100 0,80987E+00 0,17437E+00 -0,17723E-01 0,25585E-01
50 0,72175E+00 0,22105E+00 0,79994E-02 0,30774E-01
20 0,59199E+00 0,22909E+00 0,75579E-01 0,47287E-01
10 0,48101E+00 0,20087E+00 0,12526E+00 0,64462E-01
4 0,31321E+00 0,13672E+00 0,13319E+00 0,64555E-01
2 0,18434E+00 0,81300E-01 0,88844E-01 0,42658E-01

O método de aproximagdo polinomial de Lagrange pelo algoritmo de Neville

fornece os seguintes resultados listados nas tabelas a seguir.

13 — — — —
eA - 01,1 - 02,2 - 03,3 - 94,4

14 — —
6B - 91,2 - 92,1

= 93,4 = 94,3

15 — — — —

0C - 91,3 - 02,4 - 93,1 - 04,2
16 — — — —

0D - 01,4 - 62,3 - 03,2 - 04,1
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Tabela 5.12. Comparagdo entre os valores exatos e aproximados

para os valores de 8, (S;.)

Quadratura S,
Nimero de PR
células A
L3 L5 L7

100 0,80990E+00 | 0,80987E+00 | 0,80987E+00
(0,004%)® (0,000%) (0,000%)

50 0,72182E+00 | 0,72175E+00 | 0,72175E+00
(0,010%) (0,000%) (0,000%)

20 0,59199E+00 | 0,59199E+00 | 0,59199E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

10 0,48101E+00 | 0,48101E+00 | 0,48101E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

A 0,31313E+00 | 0,31321E+00 | 0,31321E+00
(0,026%) (0,000%) (0,000%)

5 0,18416E+00 | 0,18434E+00 | 0,18434E+00
(0,098%) (0,000%) (0,000%)

Tabela 5.13. Comparacdo entre os valores exatos e

aproximados para os valores de 93 (S4.).

Quadratura S,
Nimero de g 1
células b
L3 L5 L7

100 0,17438E+00 | 0,17437E+00 | 0,17437E+00
(0,006%)" (0,000%) (0,000%)

50 0,22106E+00 | 0,22105E+00 | 0,22105E+00
(0,005%) (0,000%) (0,000%)

20 0,22909E+00 | 0,22909E+00 | 0,22909E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

10 0,20087E+00 | 0,20087E+00 | 0,20087E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

4 0,13668E+00 | 0,13672E+00 | 0,13672E+00
(0,029%) (0,000%) (0,000%)

) 0,81219E-01 | 0,81302E-01 | 0,81300E-01
(0,100%) (0,002%) (0,000%)

17 _ _ _ _

0,= 91,1 = 62,2 = 93,3 = 94,4
18 Desvio relativo percentual para o parimetro & '4» calculado pelo método SGF analitico.
9 9 _ _ — —

Oy = 01,2 - 02,1 - 63,4 - 64,3

2 Desvio relativo percentual para o parimetro 03 , calculado pelo método SGF analitico.



Tabela 5.14. Comparagdo entre os valores exatos e aproximados

para os valores de 6. (S,).

Quadratura S,
Nimero de PRC)
e C
células
L3 L5 L7

100 -0,17635E-01 | -0,17724E-01 | -0,17723E-01
(0,497%)* (0,006%) (0,000%)

50 0,82494E-02 | 0,79958E-02 | 0,79994E-02
(3,125%) (0,045%) (0,000%)

20 0,75573E-01 | 0,75577E-01 | 0,75579E-01
(0,008%) (0,003%) (0,000%)

10 0,12524E+00 | 0,12526E+00 | 0,12526E+00
(0,016%) (0,000%) (0,000%)

A 0,13299E+00 | 0,13320E+00 | 0,13319E+00
(0,150%) (0,008%) (0,000%)

5 0,88484E-01 | 0,88849E-01 | 0,88844E-01
(0,405%) (0,006%) (0,000%)

Tabela 5.15. Comparagio entre os valores exatos e aproximados

para os valores de 9D (Sy).

Quadratura S,
Numero de PR
células P
L3 L5 L7

100 0,25458E-01 | 0,25585E-01 | 0,25585E-01
(0,496%) (0,000%) (0,000%)

50 0,30430E-01 | 0,30778E-01 | 0,30774E-01
(1,118%) (0,013%) (0,000%)

20 0,47290E-01 | 0,47290E-01 | 0,47287E-01
(0,006%) (0,006%) (0,000%)

10 0,64450E-01 | 0,64462E-01 | 0,64462E-01
(0,019%) (0,000%) (0,000%)

A 0,64458E-01 | 0,64555E-01 | 0,64555E-01
(0,150%) (0,000%) (0,000%)

) 0,42490E-01 | 0,42660E-01 | 0,42658E-01
(0,394%) (0,005%) (0,000%)

21 _ _ — —

O = 01,3 - 62,4 = 63,1 - 94,2
22 Desvio relativo percentual para o parimetro 00 , calculado pelo método SGF analitico.
23 _ _ — —

O, = 91,4 - 92,3 - 93,2 - 04,1

* Desvio relativo percentual para o pardmetro 9D , calculado pelo método SGF analitico.
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De posse dos valores para os pardmetros @, apresentaremos os valores obtidos

para os fluxos escalares, em ordem de quadratura S4, obtidos a partir das aproximagdes

de Neville, viz Tabelas 5.16 — 5.18.

Tabela 5.16. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximacdo L=3 dos

parametros 6,  (S,).

Namero | Nidmero de Fluxo escalar
de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

5 19 0,82333E+00 0,14807E-01 0,98697E-04
(0,130%)* (10,467%) (20,103%)

4 24 0,82259E+00 0,16400E-01 0,12122E-03
(0,040%) (0,834%) (1,870%)

10 36 0,82228E+00 0,16533E-01 0,12344E-03
(0,002%) (0,030%) (0,073%)

20 49 0,82226E+00 0,16537E-01 0,12352E-03
(0,000%) (0,006%) (0,008%)

50 64 0,82227E+00 0,16537E-01 0,12352E-03
(0,001%) (0,006%) (0,008%)

100 7 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

Tabela 5.17. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximacao L=5 dos

pardmetros @, (Sy).

Numero | Nimero de Fluxo escalar
de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

) 19 0,82224E+00 0,16561E-01 0,12389E-03
(0,002%)® (0,139%) (0,291%)

4 24 0,82225E+00 0,16538E-01 0,12354E-03
(0,001%) (0,000%) (0,008%)

10 36 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

20 49 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

50 64 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 7 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

* Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pela aproximagdo L=3, comparados aos fluxos
escalares calculados pelo método SGF analitico.
2 Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pela aproximagdo L=>5, comparados aos fluxos escalares
calculados pelo método SGF analitico.
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Tabela 5.18. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de aproximagdo L=7 dos

parimetros &, = (Sy).

Numero | Nimero de Fluxo escalar
de células | iteracoes D(0) D(50) D(100)

’ 19 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%)* (0,000%) (0,000%)

4 24 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

10 36 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

20 49 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

50 64 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 7 0,82226E+00 0,16538E-01 0,12353E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

5.1.3. SOLUCAO USANDO ORDEM DE QUADRATURA ANGULAR Sg

A solucdo do problema homogéneo apresentado no enunciado com ordem de

quadratura igual a 8, buscard os oito parametros 8 que compdem a matriz 6.

m,n

Sera formada uma matriz 8x8, bloco-simétrica.

|
1
I.
-

{i 5'1,1 '9'1,2 5'1,3 "9'1,4 5'1,5 "9'1,5 5'1;? 4 B
*?2,1 &, 2 *?2,3 & 4 'ﬁz,s 'ﬁz,ﬁ &, 7 'ﬁzs
"9'3,1 %,2 %,3 "?3,4 5'3; $3ﬁ %,? 5'33
Gy Ga Gz G| G5 Gs Gy Bip
_*9'5,1 "?5,2 4‘5’53 $5,4_ _ﬁj,j “%,ﬁ 55,? “%,s_
*95,1 '55,2 'Eus,a gﬁ,-i "%; 5::-'.;5 5:'.,? 5:'5,3
ﬁ?; 5;',2 "??,3 5'?,4 5'?; &r,ﬁ &r,? 5'?3
\_‘?3,1 '"gs,z gs,z §3,4_ _"9;3,5 5;3,:5 5;3,? 5;3,3_ J

2 Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pela aproximacdo L=7, comparados aos fluxos
escalares calculados pelo método SGF analitico.
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Por se tratar de uma matriz bloco-simétrica 8x8 composta por quatro submatrizes 4x4,

obteremos oito valores para os parametros 6

m,n

que serdo identificados conforme mostra a
Tabela 5.19.

Tabela 5.19. Valores dos pardmetros &

. © SEUS posicionamentos na matriz O 5.

6,= 01,1 = 92,2 = 03,3 = 04,4 = 95,5 = 06,6 = 07,7 = 08,8

0,=6,=6,=6,,=0,,=6,,=6,,=6,,=6,,
0.=6,=6,,=60,,=0,,=06,,=6,,=6,, =6,
6,=6,=6,,=6,,=6, =0,,=6,,=0,,=0,,
6,=6,=6,,=6,,=60,,=6,,=6,,=0,,=6,,
6,=6;=06,,=0,,=6,,=6,,=6,,=6,,=6,,
0,=60,=0,,=6,,=06,,=6,,=6,,=6,,=0,,
6,=6,=0,,=0,,=0,,=6,,=6,,=0,, =6,

Tabela 5.20. Valores para o pardimetro & ', obtidos pelo método SGF analitico e pelo

método de aproximagao polinomial (Sg).

Aproximacéo dos parametros 6,
Numero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7
0,691894E+00 | 0,691882E+00 | 0,691883E+00
100 0.691883E+00 | 0 e | 0.000%) 0.000%)
0,530961E+00 | 0,530954E+00 | 0,530954E+00
>0 0.530954E+00 | ) h019%) (0,000%) (0,000%)
0.337096E+00 | 0,337081E+00 | 0,337081E+00
20 0.337081E+00 | ™ ) h04s) (0,000%) (0,000%)
0.236039E+00 | 0,236038E+00 | 0,236038E+00
10 0,236038E+00 | ™ ) h00a%) (0.000%) (0.000%)
0.137687E+00 | 0,137711E+00 | 0,137711E+00
4 O13771TE+00 | ™ ) 51795 (0,000%) (0,000%)
0,786473E-01 | 0,787055E-01 | 0,787047E-01
2 0.787047E-01 | ™, 073%) (0.001%) (0.000%)

% Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro o ', calculado pelo método SGF analitico.
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Tabela 5.21. Valores para o parametro 03 obtidos pelo método SGF analitico e pelo

método de aproximagdo polinomial (Sg).

Aproximacéo dos parimetros &,
Numero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7
0,130950E+00 | 0,130929E+00 | 0,130929E-+00
100 0,1309298+00 | "2t | 0 oo 0.000%)
0,198830E+00 | 0,198818E+00 | 0,198819E+00
>0 0.198819E+00 | ™ ) h06%) (0,001%) (0,000%)
0.250086E+00 | 0.250092E+00 | 0,250093E-+00
20 0.250093E+00 | ™ ) h039%) (0,000%) (0,000%)
0.234299E+00 | 0,234299E+00 | 0,234299E+00
10 0,234299E+00 1 ™ ) 000%) (0,000%) (0,000%)
0.164147E+00 | 0,164187E+00 | 0,164186E+00
4 0.164186E+00 | ™ ) 1o47) (0,001%) (0,000%)
0.980300E-01 | 0,981248E-01 | 0,981235E-01
2 0.981235E-01 1 1959 (0,001%) (0,000%)

Tabela 5.22. Valores para o parimetro 90 obtidos pelo método SGF analitico e

pelo método de aproximagao polinomial (Sg).

Aproximacio dos parametros HC
Nuamero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7
0,126289E+00 | 0,126271E+00 | 0,126272E+00
100 0,126272E+00 (0,013%)*® (0,001%) (0,000%)
0,176965E+00 | 0,176960E+00 | 0,176961E+00
>0 0.176961E+00 | ) 502z (0,001%) (0,000%)
0,202261E+00 | 0,202260E+00 | 0,202260E+00
20 0,202260E+00 | ) 500 (0,000%) (0,000%)
0,182761E+00 | 0,182761E+00 | 0,182761E+00
10 0.182761E+00 | ™ ) 6002 (0.000%) (0.000%)
0,125660E+00 | 0,125690E+00 | 0,125690E+00
4 0.125690E+00 | ) 1r40) (0,000%) (0,000%)
0,747379E-01 | 0,748086E-01 | 0,748076E-01
2 0.748077E-01 1 ™, 0939 (0.001%) (0.000%)

?7 Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 03 calculado pelo método SGF analitico.

% Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0C calculado pelo método SGF analitico.



Tabela 5.23. Valores para o parametro 91) obtidos pelo método SGF analitico e pelo

método de aproximagdo polinomial (Sg).

Aproximacéo dos parametros &,
Numero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7
0,521258E-01 | 0,521219E-01 | 0,521219E-01
100 0,521219E-01 (0,007%)>” (0,000%) (0,000%)
0,608881E-01 | 0,608861E-01 | 0,608861E-01
>0 0.608861E-01 | ™ 6 03¢ (0,000%) (0,000%)
0,609272E-01 | 0,609267E-01 | 0,609268E-01
20 0.609268E-01 | ™ 6 001 %) (0,000%) (0,000%)
0,528610E-01 | 0,528610E-01 | 0,528610E-01
10 0,528610E-01 | ™ 6 (100¢%) (0,000%) (0,000%)
0,355606E-01 | 0,355687E-01 | 0,355687E-01
4 0.355687E-01 | "™ 5 1230 (0,000%) (0,000%)
0,210466E-01 | 0,210659E-01 | 0,210657E-01
2 0.210657E-01 | ™ 6 (91 ) (0,001%) (0,000%)

Tabela 5.24. Valores para o parimetro HE obtidos pelo método SGF analitico e

pelo método de aproximagdo polinomial (Sg).

Aproximacao dos parametros HE
Numero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7

0,106654E-01 | 0,106918E-01 | 0,106916E-01

100 0,106916E-01 (0,2457%)°” (0,002%) (0,000%)
0.512177E-02 | 0,518087E-02 | 0,518024E-02

>0 0.518026E-02- | ™ 794 (0,012%) (0,000%)
0,178844E-01 | 0,177776E-01 | 0,177799E-01

20 O.177798E-01 | ™ ) sggaz) (0.012%) (0.001%)
0.373913E-01 | 0,374005E-01 | 0,374007E-01

10 0.374007E-01 1 ) 02505 (0,001%) (0,000%)
0.431290E-01 | 0.432033E-01 | 0,432030E-01

4 0.432030E-01\ ™ ) 17145 (0.001%) (0.000%)
0.291246E-01 | 0,292545E-01 | 0,292527E-01

2 0.292527E-01 1 ) 438 (0,006%) (0,000%)

% Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0D calculado pelo método SGF analitico.

% Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0E calculado pelo método SGF analitico.



Tabela 5.25. Valores para o pardmetro 0F obtidos pelo método SGF analitico e

pelo método de aproximagao polinomial (Sg).

Aproximacao dos pariametros 0F
Nuamero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7

0,105555E-01 | 0,106077E-01 | 0,106071E-01

100 0,106071E-01 (0,486%)°" (0,006%) (0,000%)
0,861795E-03 | 0,798591E-03 | 0,799834E-03

>0 0.799803E-03 | 7 7514, (0,152%) (0,004%)
0,351760E-01 | 0,352703E-01 | 0,352711E-01

20 0,352711E-01 (0,270%) (0,002%) (0,000%)
0,641322E-01 | 0,641470E-01 | 0,641468E-01

10 0,641469E-01 (0,023%) (0,000%) (0,000%)
0,715061E-01 | 0,716271E-01 | 0,716267E-01

4 0,716267E-01 (0,168%) (0,001%) (0,000%)
0,480578E-01 | 0,482692E-01 | 0,482664E-01

2 0,482664E-01 (0,432%) (0,006%) (0,000%)

Tabela 5.26. Valores para o parimetro 90 obtidos pelo método SGF analitico e

pelo método de aproximagao polinomial (Sg).

Aproximacao dos parametros HG
Numero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7

0,596574E-02 | 0,594590E-02 | 0,594674E-02

100 0,594673E-02 (0,320%)°? (0,000%) (0,000%)
0,134762E-01 | 0,136198E-01 | 0,136192E-01

>0 0,136192E-01 (1,050%) (0,000%) (0,000%)
0,324580E-01 | 0,324821E-01 | 0,324788E-01

20 0.324789E-01 1 " h64r) (0,000%) (0,000%)
0,509304E-01 | 0,509415E-01 | 0,509415E-01

10 0.509415E-01\ ™) 5220z (0.000%) (0.000%)
0,545900E-01 | 0,546803E-01 | 0,546800E-01

4 0,546800E-01 (0,165%) (0,000%) (0,000%)
0,364774E-01 | 0,366352E-01 | 0,366330E-01

2 0.366330E-01 | ™) 4250 (0,000%) (0,000%)

3! Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0F calculado pelo método SGF analitico.

32 Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0G calculado pelo método SGF analitico.



Tabela 5.27. Valores para o parametro 011 obtidos pelo método SGF analitico e pelo

método de aproximagao polinomial (Sg).

Aproximacao dos parametros ‘911

Nimero de
células Ordem de quadratura Sg
Exato L3 L5 L7
100 0,649436E-02 0(’;3347(21;}1)3(;%2 0,6(48’9(;33881‘1%02 0,6(4(1)’951303%02
50 0,538638E-02 0»5(3’7192568(7150;02 0,5(3?543377%02 0,5(3?060227;;02
20 0,934922E-02 0’9(?)?05205%02 0,9(?)?095138%02 0,9(3?090201%02
o | oasoreor | gt | oonom | ©0000%)
4 0,150857E-01 0’1(?)?16;4?%01 0,1(3?50518%01 0,1(3?05;()55;;01
) 0.100919E-01 | O-100492E-01 | 0,100925E-01 | 0,100919E-01

(0,423%)

(0,006%)

(0,000%)

A Tabela 5.28 apresenta os valores para os fluxos escalares calculados pelo

método SGF analitico e as Tabelas 5.58 — 5.30 apresentam os valores aproximados para

os fluxos escalares em fun¢do do grau da aproximagdo polinomial.

Tabela 5.28. Resultados obtidos para fluxo escalar pelo método SGF analitico (Sg).

leré;::lll';)sde #(0) #(50) ¢(100) l?tlenrl:;ge(sle Raio espectral
100 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 77 0,782
50 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 61 0,730
20 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 43 0,636
10 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 32 0,539
4 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 22 0,409
2 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03 17 0,370

33 Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0H calculado pelo método SGF analitico.




Tabela 5.29. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de

aproximagdo L=3 dos pardmetros &,

m,n °

Nuamero Fluxo escalar
de células ®(0) @(50) ®(100)
5 0,82391E+00 | 0,14805E-01 | 0,98388E-04
(0,130%)" (10,109%) (19,693%)
A 0,82318E+00 | 0,16339E-01 | 0,12028E-03
(0,041%) (0,795%) (1,812%)
0 0,82286E+00 | 0,16466E-01 | 0,12241E-03
(0,040%) (0,040%) (0,073%)
-0 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12249E-03
(0,000%) (0,000%) (0,008%)
50 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12249E-03
(0,000%) (0,000%) (0,008%)
100 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12249E-03
(0,000%) (0,000%) (0,008%)

Tabela 5.30. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de

aproximacio L=5 dos parametros €

m,n *

Nimero Fluxo escalar
de células D(0) D(50) D(100)

) 0,82282E+00 0,16493E-01 0,12284E-03
(0,002%) (0,140%) (0,278%)

4 0,82283E+00 0,16471E-01 0,12251E-03
(0,001%) (0,006%) (0,008%)

10 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

20 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

50 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

100 0,82284E+00 0,16470E-01 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

3* Desvios relativos percentuais, quando da aproximagdo de grau 3, em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF

analitico.

35 Desvios relativos percentuais, quando da aproximagdo de grau 5, em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF

analitico.
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Tabela 5.31. Fluxos escalares obtidos a partir do grau de

aproximacdo L=7 dos parAmetros &

mmn °

Nuamero Fluxo escalar
de células ®(0) ®(50) ®(100)
5 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12249E-03
(0,000%)° (0,000%) (0,008%)
4 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)
10 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)
-0 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)
50 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)
100 0,82284E+00 | 0,16470E-01 | 0,12250E-03
(0,000%) (0,000%) (0,000%)

5.2. PROBLEMA MODELO (2) — MEIO MATERIAL HETEROGENEO

Considere um meio heterogéneo (mais de uma zona material), com geometria
unidimensional, de comprimento x = 100cm, constituida por trés regides materiais cujos

parametros estdo listados na Tabela 5.32.

Tabela 5.32. Parametros materiais das zonas materiais para o Problema modelo (2).

Material X ., X,
Zona 1 1,0 0,99 0,80
Zona 2 0,60 0,40 0,30

As condi¢des de contorno prescritas sdo do tipo: reflexiva a direita e vacuo a esquerda,
isto €:

v, (0)=1.0= u,>0 v, (100)=0.0 u, <0

(¢

Os comprimentos das regides espaciais sao apresentados na Tabela 5.33.

3% Desvios relativos percentuais, quando da aproximacio de grau 7, em relaco ao fluxo escalar calculado pelo método SGF
analitico.
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Tabela 5.33. Dimensdes das regides espaciais.

Regido espacial 1 2 3
Comprimeno (cm) 20 50 30
Distribui¢do material Zona 1 Zona 2 Zona 1

Regido espacial 1 Regido Sspacil 2 Regido espacial 3
Zona material 1 Zona material 2 Zona material 1

* . * * ’ .

___.‘—
-

il
[

8
1]

Figura 5.2. Disposicdo das zonas materiais e regides espaciais para aproximacgao L=3.

O procedimento para resolucao de problemas heterogéneos consiste na tomada apenas
do primeiro nodo de cada regido espacial. Para cada regidao espacial existe um parametro
material associado. Dos primeiros nodos obteremos pontos espaciais para serem utilizados no

calculo das fungdes exponenciais para determinacdo dos parametros &, . Os pardmetros 6

o
sdo calculados em funcdo do ponto no centro do nodo. Para tal investigagdo ndo poderemos
escolher aproximacdes de ordens pares, uma vez que a quantidade de pontos associada
conterd o ponto central.

Os pontos amostrados irdo fornecer a primeira coluna de valores da matriz Q;. Em
seguida, prossegue-se com o algoritmo de Neville para obtermos o valor aproximado das

fungdes no ponto central do nodo.
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5.2.1. SOLUCAO USANDO ORDEM DE QUADRATURA ANGULAR S,

A solugdo para o meio heterogéneo em quadratura S;, por possuir parametros materiais

distintos por regido espacial, produz dois valores para os parametros 6, , por cada regido

espacial, em funcdo do material e da quantidade de nodos definida para solug¢do. Por ser

ordem de quadratura S,, a matriz para cada regido espacial serd quadrada de ordem 2. Os

elementos desta matriz, que representam os valores dos parametros

segundo o posicionamento mostrado a seguir:

oF
92,1

6

6=
82,2 ’

no que resulta em:

(*)6,=6,,=6,, ¢
(**) 93 = 91,2 = 92,1

Os resultados obtidos estdo transcritos a seguir.

Tabela 5.34. Pardmetros Qm,n obtidos pelo método SGF analitico, em quadratura S.

6 estardo dispostos

m,n

Parametros 6, ,
Nimero
de células Regido 1 Regiad 2 Regido 3
eA 93 gA eB eA HB

20x50x30 | 0,882420E+00 | 0,336681E-01 | 0,813048E+00 | 0,285888E-01 | 0,882420E+00 | 0,336681E-01
10x25x15 | 0,785011E+00 | 0,531238E-01 | 0,672369E+00 | 0,390194E-01 | 0,531238E-01 | 0,785011E+00
5x10x7 | 0,633074E+00 | 0,686024E-01 | 0,414449E+00 | 0,368941E-01 | 0,615001E+00 | 0,692989E-01
2x5x3 0,372135E+00 | 0,584844E-01 | 0,232282E+00 | 0,231314E-01 | 0,372135E+00 | 0,584844E-01
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Tabela 5.35. Fluxos escalares obtidos pelo método SGF analitico.

Ntmero de Fluxo escalar Nl’l(llllel'o
células D(0) D(20) D(70) D(100) interacies
20x50x30 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266145E-11 | 0,141897E-14 12
10x25x15 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266144E-11 | 0,141897E-14 11
5x10x7 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266144E-11 | 0,141896E-14 9
2x5x3 0,585785E+00 | 0,405305E-02 | 0,266143E-11 | 0,141895E-14 8

As Tabelas (5.36) — (5.41) apresentardo os valores dos parametros 6

e dos fluxos

m,n

escalares obtidos quando da utilizacdo do método por aproximagdo polinomial de Lagrange.

Apresentaremos os valores dos parametros €, para as regido espaciais 1, 2 e 3, tomando os

resultados exatos obtidos pelo método SGF e comparando-os aos valores aproximados.

Tabela 5.36. Parametros emﬁ obtidos pelo grau de aproximacao L=3.
Parametros 6, ,
Nimero
de células Regido 1 Regiad 2 Regido 3
6, 6y 6, &y 0, 6,
20x50x30 0,882420E+00 | 0,336679E-01 | 0,813049E+00 | 0,285878E-01 | 0,882420E+00 | 0,336679E-01
(0,000%)"” (0,001%) (0,000%) (0,003%) (0,000%) (0,001%)
10x25x15 0,785011E+00 | 0,531210E-01 | 0,672369E+00 | 0,390106E-01 | 0,531210E-01 | 0,785011E+00
(0,000%) (0,005%) (0,000%) (0,023%) (0,005%) (0,000%)
5x10x7 0,633073E+00 | 0,685805E-01 | 0,414444E+00 | 0,368323E-01 | 0,615000E+00 | 0,692728E-01
(0,000%) (0,032%) (0,001%) (0,168%) (0,000%) (0,038%)
2%5x3 0,372117E+00 | 0,583612E-01 | 0,232273E+00 | 0,230423E-01 | 0,372117E+00 | 0,583612E-01
(0,000%) (0,211%) (0,004%) (0,385%) (0,005%) (0,211%)
Tabela 5.37. Fluxos escalares obtidos pelo grau de aproximagao L=3.
Niumero de Fluxo escalar
células D(0) D(20) D(70) D(100)
20x50530 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266144E-11 | 0,141896E-14
(0,000%)® (0,000%) (0,000%) (0,001%)
10x25x15 0,585786E+00 | 0,405308E-02 | 0,266132E-11 | 0,141889E-14
(0,000%) (0,000%) (0,005%) (0,006%)

37 Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0m , calculado pelo método SGF analitico.

38 Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico.
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0,585797E+00

0,405341E-02

0,265844E-11

0,141717E-14

Sx10x7 (0,002%) (0,009%) (0,113%) (0,126%)
2%x5x3 0,585937E+00 | 0,404936E-02 | 0262316E-11 | 0,139543E-14
(0,026%) (0,091%) (1,438%) (1,658%)
Tabela 5.38. Parametros Qm,n obtidos pelo grau de aproximacdo L=5.
Parametros &,
Nimero '
de células Regido 1 Regiad 2 Regido 3
6, 6, 6, 6, 0, 6,
20x50x30 0,882420E+00 | 0,336681E-01 | 0,813048E+00 | 0,285888E-01 | 0,882420E+00 | 0,336681E-01
(0,000%)" (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
10x25x15 0,531238E-01 | 0,785011E+00 | 0,672369E+00 | 0,390194E-01 | 0,531238E-01 | 0,785011E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
S5x10x7 0,633074E+00 | 0,686024E-01 | 0,414449E+00 | 0,368944E-01 | 0,615001E+00 | 0,692990E-01
(2,939%) (1,005%) (0,000%) (0,001%) (0,000%) (0,000%)
2%5x3 0,372135E+00 | 0,584851E-01 | 0,232282E+00 | 0,2313268E-01 | 0,372135E+00 | 0,584851E-01
(0,000%) (0,001%) (0,000%) (0,006%) (0,000%) (0,001%)
Tabela 5.39. Fluxos escalares obtidos pelo grau de aproximagdo L=5.
Nimero de Fluxo escalar
células D(0) D(20) D(70) D(100)
20x50x30 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266145E-11 | 0,141897E-14
(0,000%)“” (0,000%) (0,000%) (0,000%)
10x25x15 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266145E-11 | 0,141897E-14
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
Sx10x7 0,585785E+00 | 0,405305E-02 | 0,266146E-11 | 0,141897E-14
(0,000%) (0,000%) (0,001%) (0,001%)
%553 0,585784E+00 | 0,405306E-02 | 0,266199E-11 | 0,141927E-14
(0,000%) (0,000%) (0,021%) (0,023%)
Tabela 5.40. Parametros Hmﬂ obtidos pelo grau de aproximacdo L=7.
Parametros 6,
Niamero |
de células Regido 1 Regiad 2 Regido 3
HA 93 9A HB HA ‘93
20x50x30 0,882420E+00 | 0,336681E-01 | 0,813048E+00 | 0,285888E-01 | 0,882420E+00 | 0,336681E-01
(0,000%)“" (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
10x25x15 0,785011E+00 | 0,531238E-01 | 0,672369E+00 | 0,390194E-01 | 0,531238E-01 | 0,785011E+00
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
5x10x7 0,633074E+00 | 0,686024E-01 | 0,414449E+00 | 0,368941E-01 | 0,615001E+00 | 0,692989E-01
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

% Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 7

m,n

calculado pelo método SGF analitico (L=5).

0 Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico (L=5).

I Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0m

n

calculado pelo método SGF analitico (L=7).
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2%x5x3 0,372135E+00 | 0,584844E-01 | 0,232282E+00 | 0,231314E-01 | 0,372135E+00 | 0,584844E-01
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
Tabela 5.41. Fluxos escalares obtidos pelo grau de aproximagdo L=7.
Nimero de Fluxo escalar
células D(0) D(20) D(70) D(100)
20%50x30 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266145E-11 | 0,141897E-14
(0,000%)“*? (0,000%) (0,000%) (0,000%)
10x25x15 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266144E-11 | 0,141897E-14
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
Sx10x7 0,585785E+00 | 0,405306E-02 | 0,266144E-11 | 0,141896E-14
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
%553 0,585785E+00 | 0,405305E-02 | 0,266142E-11 | 0,141895E-14
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

5.2.2. SOLUCAO USANDO ORDEM DE QUADRATURA ANGULAR S4

A solugdo para quadratura S4 em meio heterogéneo apresenta quatro valores distintos

para os parametros € na matriz

m,n

para cada regido espacial. A relacdo entre as posi¢cdes 6

m,n

6 estd representada a seguir.

91,1 91,2 91,3 91,4
92 1 92 2 92,3 02 4
93,1 93,2 93,3 93,4

i 94 1 94 2 94,3 94 4) |

Esta matriz quadrada é 4x4 composta por submatrizes quadradas de ordem 2x2,
dispostas de forma diagonalmente simétricas. Ao final da solu¢do do sistema de equacdes,

obteremos quatro valores distintos para os parametros 6,

m,n?

de modo que:

HA = 91,1 = 92,2 = 93,3 = 64,4
6, = 91,2 = 62,1 = 93,4 = ‘94,3
gc = 91,3 = 92,4 = 93,1 = ‘94,2

2 Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico (L=7).
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Os valores estdo listados na Tabela 5.42.

Tabela 5.42. Resultados obtidos dos parametros &

m

., Pararegido 1, pelo método SGF analitico.

Parametros 6, ,
Niimero de células
0, &y O, o,
20x50x30 0,79427E+00 0,15570E+00 -0,33703E-01 0,12587E-01
10x25x15 0,68293E+00 0,18666E+00 -0,28882E-01 0,86097E-02
5x10x7 0,52418E+00 0,17259E+00 -0,33318E-01 0,11439E-01
2x5x3 0,31581E+00 0,11248E+00 -0,17628E-02 0,37992E-02

Tabela 5.43. Resultados

obtidos dos pardmetros Hm , pararegido 2, pelo método SGF analitico.

Nuamero de células

Parametros Hm,n

6A ‘93 ec HD
20x50x30 0,80352E+00 0,74384E-01 -0,12213E-01 0,11925E-00
10x25x15 0,66606E+00 0,93812E-01 -0,11881E-01 0,11380E-01
5x10x7 0,42071E+00 0,79904E-01 -0,60545E-02 0,58442E-02
2x5x3 0,24182E+00 0,49156E-01 -0,28658E-02 0,29919E-02

Tabela 5.44. Resultados obtidos dos parametros &

m,n

para regido 3, pelo método SGF analitico.

Parametros 6, ,
Niimero de células
0, 6y ¢ 6,
20x50x30 0,79427E+00 0,15570E+00 -0,33703E-01 0,12587E-01
10x25x15 0,68293E+00 0,18666E+00 -0,28882E-01 0,86097E-02
5x10x7 0,52418E+00 0,17286E+00 -0,13695E-01 0,48156E-02
2x5x3 0,31581E+00 0,11248E+00 0,37992E-02 -0,17628E-02

Tabela 5.45. Fluxos escalares obtidos pelo método SGF analitico.

Numero de Fluxo escalar
células ®(0) ®(20) D(70) ®(100)
20x50x30 0,60819E+00 0,41486E-02 0,31817E-10 | 0,24196E-13
10x25x15 0,608 19E+00 0,41486E-02 0,31817E-10 0,24196E-13
5x10x7 0,608 19E+00 0,41486E-02 0,31817E-10 0,24196E-13
2x5x3 0,608 19E+00 0,41486E-02 0,31817E-10 0,24196E-13

As solucdes para este problema serdo obtidas através da aproximagdo polinomial de
Lagrange, pelo algoritmo de Nevville, para ordens de aproximacgdo L=3, L=5 e L=7, aplicadas

as ordens de quadratura S, e S4, como veremos a seguir.
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5.2.2.A. CALCULOS COM GRAU DE APROXIMACAO L= 3

Tabela 5.46. Valores obtidos para os pardmetros Qm’n para regido 1, pelo método de aproximacio polinomial.

Numero de células

Parametros Qm’n para regido 1

QA 63 ﬁc eD

20x50x30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)* (0,001%) (0,001%) (0,004%)

10x25x15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

5x10x7 0,540180E+00 0,176183E+00 -0,151054E-01 0,496707E-02
(3,052%) (2,082%) (54,663%) (56,578%)

2%5x3 0,315809E+00 0,112476E+00 -0,180383E-02 0,378192E-02
(0,000%) (0,004%) (2,328%) (0,455%)

Tabela 5.47. Valores obtidos para os parametros &

m,

, para regido 2, pelo método de aproximag@o polinomial.

Numero de células

Pardmetros 6, , para regido 2

0, o, 6. e,

20x50x30 0,803515E+00 0,743837E-01 -0,122130E-01 0,119252E-01
(0,001%)“ (0,000%) (0,000%) (0,002%)

10x25x15 0,666064E+00 0,938122E-01 -0,118810E-01 0,113798E-01
(0,001%) (0,000%) (0,000%) (0,002%)

5%10x7 0,420714E+00 0,799040E-01 -0,605454E-02 0,584415E-02
(0,001%) (0,000%) (0,001%) (0,001%)

2%5%3 0,241821E+00 0,491552E-01 -0,287796E-02 0,298840E-02
(0,000%) (0,002%) (0,424%) (0,117%)

Tabela 5.48. Valores obtidos para os parametros 9m,n para regido 3, pelo método de aproximacao polinomial.

Nuamero de células

Parametros em’n para regiao 3

eA gB 9C eD
20x50x30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)“> (0,001%) (0,001%) (0,004%)
10x25x15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)
5x10x7 0,524183E+00 0,172862E+00 -0,136951E-01 0,481556E-02
(0,001%) (0,001%) (0,001%) (0,001%)

Desvios relativos percentuais em relagdo ao pardmetro 0m ,, bara a regido 1,calculado pelo método SGF analitico.

* Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0m , bararegido 2, calculado pelo método SGF analitico

* Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0m , bararegido 3, calculado pelo método SGF analitico
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2x5x3

0,315809E+00

(0,000%)

0,112476E+00

(0,004%)

0,378192E-02
(0,455%)

-0,180383E-02
(2,328%)

Tabela 5.49. Valores dos fluxos escalares obtidos pela aproximacgdo dos pardmetros 0m’

Nuamero de Fluxo escalar
células ®(0) ®(20) ®(70) ®(100)

S0X50x30 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%)“® (0,000%) (0,000%) (0,000%)

L0x25x15 0,60823E+00 | 0,41485E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,007%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

S 10x7 0,60820E+00 | 0,41597E-02 | 0,31812E-10 | 0,24176E-13
(0,002%) (0,268%) (0,016%) (0,016%)

253 0,60834E+00 | 0,41436E-02 | 0,31574E-10 | 0,23980E-13
(0,025%) (0,121%) (0,764%) (0,764%)

5.2.2.B. CALCULOS COM GRAU DE APROXIMACAO L= 5

Tabela 5.50. Valores obtidos para os pardmetros em’n para regido 1, pelo método de aproximagao polinomial.

Numero de células

Parametros Hm,n para regiao 1

eA 03 HC eD

20x50x30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)“” (0,001%) (0,001%) (0,004%)

025K 15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

S 10x7 0,540180E+00 0,176183E+00 -0,151054E-01 0,496707E-02
(28,127%) (2,082%) (54,663%) (56,578%)

5553 0,315810E+00 0,112477E+00 -0,176285E-02 0,379918E-02
(0,000%) (0,003%) (0,003%) (0,010%)

Tabela 5.51. Valores obtidos para os pardmetros em’n para regido 2, pelo método de aproximacao polinomial.

Nuamero de células

Parametros &

m,n

para regiao 2

*Desvios relativos percentuais em relagdo ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico.

aA 03 HC HD
20x50x30 0,803515E+00 0,743837E-01 -0,122130E-01 0,119252E-01
(0,001%)“® (0,000%) (0,000%) (0,002%)
10x25x15 0,666064E+00 0,938122E-01 -0,118810E-01 0,113798E-01
(0,001%) (0,000%) (0,000%) (0,002%)
5x10x7 0,420714E+00 0,799040E-01 -0,605454E-02 0,584415E-02
(0,001%) (0,000%) (0,001%) (0,001%)

*"Desvios relativos percentuais em relagdo ao pardmetro 0m , bararegido 1, calculado pelo método SGF analitico

*8Desvios relativos percentuais em relacdo ao pardmetro 0m , bararegido 2, calculado pelo método SGF analitico.
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2x5x3

0,241822E+00

(0,001%)

0,491555E-01
(0,001%)

-0,286583E-02

(0,001%)

0,299194E-02
(0,001%)

Tabela 5.52. Valores obtidos para os pardmetros Qm’n para regido 3, pelo método de aproximacio polinomial.

Numero de células

Parametros &,

, pararegido 3

6, 6, 6, 6,

50x50x30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)“*” (0,001%) (0,001%) (0,004%)

L0x25x15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

S10x7 0,524183E+00 0,172862E+00 -0,136951E-01 0,481556E-02
(0,001%) (0,001%) (0,001%) (0,001%)

553 0,315810E+00 0,112477E+00 0,379918E-02 -0,176285E-02
(0,000%) (0,003%) (0,001%) (0,003%)

Tabela 5.53. Valores dos fluxos escalares obtidos pela aproximacgdo dos pardmetros em’n .

Nuamero de Fluxo escalar
células D(0) @(20) D(70) Dd(100)

20x50x30 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%)” (0,000%) (0,000%) (0,000%)

L0x25x15 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

5x10x7 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

545x3 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

5.2.2.C. CALCULOS COM GRAU DE APROXIMACAO L="7

Tabela 5.54. Valores obtidos para os parimetros &

'n.n Pararegido 1, pelo método de aproximagdo polinomial.

Parametros &, para regido 1
Nuamero de células '
6, 6, 6, 6,
SOXS0K30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)°" (0,001%) (0,001%) (0,004%)
05K 15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

* Desvios relativos percentuais em relagio ao pardmetro 0m , bararegido 3, calculado pelo método SGF analitico.
% Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico.

3 Desvios relativos percentuais em relacdo ao parimetro em , bararegido 1, calculado pelo método SGF analitico.

61




0,540180E+00

0,176183E+00

-0,151054E-01

0,496707E-02

Sx10x7 (28,127%) (2,082%) (54,663%) (56,578%)
5553 0,315810E+00 0,112477E+00 -0,176285E-02 0,379918E-02
(0,000%) (0,003%) (0,003%) (0,001%)

Tabela 5.55. Valores obtidos para os pardmetros ﬁm’n para regido 2, pelo método de aproximacao polinomial.

Parametros 0m . bararegiao 2
Nimero de células '
0A 03 ec 90

20x50x30 0,803515E+00 0,743837E-01 -0,122130E-01 0,119252E-01
(0,001%)%? (0,000%) (0,000%) (0,002%)

10x25x15 0,666064E+00 0,938122E-01 -0,118810E-01 0,113798E-01
(0,001%) (0,000%) (0,000%) (0,002%)

S5x10x7 0,420714E+00 0,799040E-01 -0,605454E-02 0,584415E-02
(0,001%) (0,000%) (0,001%) (0,001%)

2%5x3 0,241822E+00 0,491555E-01 -0,286583E-02 0,299194E-02
(0,001%) (0,001%) (0,001%) (0,001%)

Tabela 5.56. Valores obtidos para os pardmetros em’n para regido 3, pelo método de aproximagao polinomial.

Parametros 9m . pararegido3
Niimero de células '
eA 93 eC eD

20x50x30 0,794266E+00 0,155699E+00 -0,337026E-01 0,125875E-01
(0,001%)°? (0,001%) (0,001%) (0,004%)

10x25x15 0,682930E+00 0,186663E+00 -0,288820E-01 0,860969E-02
(0,000%) (0,002%) (0,000%) (0,000%)

5510x7 0,524183E+00 0,172862E+00 -0,136951E-01 0,481556E-02
(0,001%) (0,001%) (0,001%) (0,001%)

2x5x3 0,315810E+00 0,112477E+00 -0,176285E-02 0,379918E-02
(0,000%) (0,003%) (0,001%) (0,003%)

Tabela 5.57. Valores dos fluxos escalares obtidos pela aproximacao dos parametros Hm!n .

Numero de Fluxo escalar
células @(0) ®(20) ®(70) ®(100)

50X50K30 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%)? (0,000%) (0,000%) (0,000%)

L0x25x15 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

S 10x7 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 | 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)

'Desvios relativos percentuais em relagdo ao pardmetro 9m , Pbararegido 2, calculado pelo método SGF analitico.

Desvios relativos percentuais em relacio ao parimetro 6’m , Pbararegido 3, calculado pelo método SGF analitico.

*Desvios relativos percentuais em relacio ao fluxo escalar calculado pelo método SGF analitico.



‘ 2%5x3 ‘ 0,60819E+00 | 0,41486E-02 | 0,31817E-10 0,24196E-13
(0,000%) (0,000%) (0,000%) (0,000%)
CAPITULO®G6
CONCLUSOES E SUGESTOES

Descrevemos nesta dissertacdo o método de aproximacgdo polinomial de Lagrange com

o algoritmo de Neville para aproximar valores numéricos das funcdes exponenciais que
. ~ 4 . . . ~ 2

aparecem nos N sistemas de equacdes algébricas e lineares para determinacdo das N

incégnitas que sdo os parametros 6, , que fazem papel de fungdes de transferéncia ou

“funcdes de Green”, nas equagdes auxiliares do método espectro-nodal SGF. O método SGF
gera solugdes numéricas para problemas de transporte de particulas neutras na formulacdo Sy
que sdo absolutamente livres de erro de truncamento espacial, pois apresentam equagdes
auxiliares que possuem parametros que preservam as componentes homogénea e particular da
solucdo geral das equagdes Sn no interior de cada nodo da grade de discretizacdo espacial,
para uma dada forma funcional da fonte prescrita de particulas. A componente homogénea é
determinada a partir de andlise espectral das equagdes Sy no interior de cada nodo espacial
onde assumimos que 0s parametros materiais nucleares sao constantes. Esta andlise espectral
constitui uma extensdo da andlise espectral feita por (Case e Zweifel, 1967) e esta extensdo é
descrita com detalhes em (Barros e Larsen, 1990).

Os métodos nodais polinomiais convencionais para cédlculos multidimensionais em
geometria retangular Cartesiana Sy (Walters, 1986; Lawrence, 1986; Azmy, 1988)

aproximam tanto os termos de fonte por espalhamento quanto os termos de fuga transversal
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nas equacdes Sy nodais integradas transversalmente. Uma desvantagem desta classe de
métodos é que quanto maior a precisdo dos polindmios de aproximagao, maior serd o nimero
de equacgdes dos momentos espaciais. Assim, o convencional método LLN (linear-linear
nodal) aproxima tanto o termo de fonte por espalhamento quanto os termos de fuga
transversal por polindmios do primeiro grau, e para tanto, precisamos das equagdes dos
momentos espaciais de ordem zero e dos momentos espaciais de primeira ordem. Com o
desenvolvimento da classe dos métodos espectro-nodais nos anos 90, s6 existe a necessidade
de se aproximarem os termos de fuga transversal - por uma constante (método SGF-CN,
Barros e Larsen, 1991), por um polindmio de primeiro grau (método SGF-LN, Dominguez e
Barros, 2007) ou por uma fungio exponencial (método SGF-ExpN, Mello e Barros, 2002).
Os temos de fonte por espalhamento sdo tratados analiticamente no método numérico, sem a
necessidade de aproximacdo. Em sendo assim, visando desenvolver métodos espectro-nodais
polinomiais para cdlculos de penetracdo profunda, sem a necessidade de se usarem as
equagoes de momentos espaciais de ordem superior € que, nesta dissertacao, propusemo-nos
investigar a precisdo e a eficiéncia das aproximacgdes polinomiais para as fungdes
exponenciais do método SGF unidimensional.

Os resultados apresentados nesta dissertacdo e gerados por aproximagdes polinomiais
mostraram-se bastante precisos para o calculo dos fluxos escalares de néutrons. Usamos
aproximacgOes polinomiais de Lagrange de graus 3, 5 e 7 para os dois problemas-modelo
considerados nos Capitulo 5 e com quadraturas angulares de Gauss-Legendre de ordem par
(S,, S4 e Sg). Verificamos que os melhores resultados ocorreram para aproximacdes de graus
5 e 7. No caso da aproximacdo de grau 3, os melhores resultados foram verificados nas
malhas mais finas. Esta caracteristica ndo se apresentou tao evidente para os graus superiores.

Como trabalho futuro, sugerimos a implementacdo do algoritmo de Neville no cédigo

computacional SGF-ExpN (Mello, 2000). Desta forma acreditamos poder desenvolver
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métodos espectro-nodais polinomiais para problemas de blindagem sem a necessidade de

usarmos as equacgdes nodais dos momentos espaciais de ordem superior. A julgar pelos

resultados obtidos nesta dissertacdo, esperamos que os codigos desenvolvidos nesta dire¢ao

sejam também bastante precisos e eficientes em calculos de malha grossa.

Em continuidade sugerimos a investigacdo da precisdo de aproximagdes por funcdes

racionais de Padé (Burden e Faires, 2001) e a extensdo para o caso multigrupo de energia que

considera a transferéncia energética nas reagdes de espalhamento.
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